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OPERAZIONI SUI LIMITI




Nel capitolo precedente € stato definito e analizzato |l
concetto di limite. Adesso acquisiomo le tecniche per

calcolarlo.
| teoremi che seguono valgono per:

X=X, X—>X, X—>z®

& Limite somma algebrica di due funzioni

Bl TEOREMA
Se }Ci_{r& flx)=1le chi_% g(x) = m, dove ], m € R, allora:

lim | f(x) + g(x)| = lim f(x) + lim g(x) =1+ m.

X—0



dimostrazione

Siccome lim f(x) = I, dalla definizione segue che in corrispondenza di ogni

valore positivo EE arbitrariamente piccolo, esiste un intorno I; di « tale che:

l—%<f(x)<l+%, Vx € I, con x # Q.

Analogamente, poiché lim ¢(x) = m, in corrispondenza dello stesso £ esi-

2
ste un intorno I, di a tale che:

(S
A~

k3
m—- <g(x)<m+2

Vx € I, con x # Q.

Per i punti x dell'intorno I = I, N I, diversi da @, valgono entrambe le disuga-
glianze precedenti e quindi, sommando membro a membro, otteniamo

(l—%)+(m—%)<f(x)+g(x) <(l+%)+(m+%),




ossia:

(l+m)—e<fx)+gx) <(+m)+e, Vx€&Ilconx#a.

Abbiamo pertanto verificato che in corrispondenza di ogni arbitrario € > 0

esiste un intorno di « tale che per ogni suo punto x#a si ha
lf(x)+g(x)—(l+m)]<s,cioé:

lim [ f(x) + g(x)] = I+ m.

Osservazione

In particolare, questo teorema dice che per ogni x; tale che }Lr&xo fx)=f(xo) e xll_gclo g2(x)=g(xo)
siha Jim [(x) + ()] = flxo) + g (x0).

Questo significa che la somma algebrica di due funzioni continue é una funzione continua.




Bl ESEMPIO

Consideriamo le due funzioni f(x) = 2x — 6 e g(x) = x + 3 eiloro limiti per
x — 4:

£i9}1(2x—6) =2 e}ci_r}}l(x+3) = 7.
La funzione somma s(x) = f(x) + g(x) e:

s(x) =2x—6)+ (x+ 3) = 3x — 3.
Il limite di s(x) per x che tende a 4 ¢é:

chi_rhr}1 (3x—3) =09.

Osserviamo che 9 =2 + 7, ossia il limite della funzione s(x) ¢ uguale alla
somma dei limiti di f(x) e di g(x).




Cosa succede quando una delle due funzioni o entrambe
hanno limite infinito?

& Riassumiamo nella seguente tabella tutti i casi che si
possono presentare nel calcolo dei limiti della somma di

due funzioni:
g(x)
x> ¢ -+ 00 —50
f(x)
m m + | + o0 — 00
+ o0 + 0o + 00 ¢
= — 00 ¢ — 00




Osservazione - | punti inferrogativi (¢) nella tabella si
riferiscono alle somme:

40 —00  —00400

e si chiamo forme indeterminate.

Attenzione — Guai a scrivere che:

+00—00=() —00 400 = ()

In seguito iImpareremo le tecniche per eliminare queste
forme indeterminate.




€ Limite prodofto di due funzioni

HElE TEOREMA
Limite del prodotto di una costante (diversa da 0) per una funzione
Sia k un numero reale diverso da 0 e ’IC% f(x) = 1€ R. Allora:

chig% (k- f(x)] = k-)lci_{ré f(x) =k-1.

dimostrazione

1. k > 0. Sia € > 0 arbitrariamente piccolo; poiché lim f(x) = [, in corri-

spondenza di k > 0 esiste un intorno I di « tale che:

l———<f(x)<l+—k— Vx €I con x # Q.



Allora, moltiplicando tutti i membri delle disequazioni per k, otteniamo
kel—e <kflx) <k-l¥+e YVx&EIlconx#£da;

cioe:

;i_p% k- f(x)] = k-1 = kll_{l’(lx i)

2. k < 0. In questo caso si ha —k > 0 e quindi, per quanto ¢ appena stato
dimostrato:

)lcig&[—k-f(x)] =—k-1.

Quindi per ogni € > 0 esiste un intorno I di  tale che:
—k-l—g T—=k+f(x) <—k-l1+& Nx&leon X

Moltiplicando tutti i membri delle disequazioni per —1, si invertono i versi
delle disuguaglianze e si cambia segno:

k:l+e>kiflx) > kil=g Yxelconx#a
Riotteniamo quindi lim [k f(x)] = k- [ = k- chi_r}gl flx).

X—Q




Bl ESEMPIO

Se lin% (3% — 1) = 5, allora lin%4- (3% —1) =4-5 = 20

Hl TEOREMA
Se lim f(x) =1elim g(x) = mconl,m € R, allora:

lim [f(x) - g(x)] = lim f(x)-lim g(x) = [-m.

dimostrazione

Dimostriamo inizialmente il caso in cui/ = m = 0.
Applichiamo la definizione di limite: per le ipotesi fatte possiamo dire che,

preso € > 0 arbitrariamente piccolo (possiamo assumere che € < 1), esisto-
no due intorni I, e I, di a tali che:




’f(x)‘<8, Vxel,conx# Q

|g(x)\<s, Vx € I, con x # Q.

Allora nell'intorno I = I;N I, sono verificate entrambe le disuguaglianze e
quindi, moltiplicando tra loro entrambi i membri, abbiamo:

\f(x)'g(x)]<sz<e, Vx €I con x # Q.
Cio significa che:

lim [ f(x) - g(x)] = 0.

Sfruttiamo ora questo risultato per dimostrare il caso piu generale. Osservia-
mo che

lim f) =1~ Lim[f)—1=0;

chiggl gx)=m - )lcig& [g(x) — m] = 0;




allora:

lim [f(x) — ] [g(x) —m] = 0

Poiché
[f(x) = I][g(x) —m] = f(x) g(x) —f(x) m—1-glx)+]-m —
- flx) - gx) =[f(x) —][gx) —m] + f(x) m+1-g(x)—1-m,

passando al limite in entrambi i membri, risulta:

chi_r’lgt[f(x)-g(x)]=0+l-m+l-m—l-m=l-m.

Bl ESEMPIO
Essendo lim1 3x =3 e lin} (x+ 1) = 2, allora lim1 Ixx+1)=3-2 =8,

Infatti, la funzione prodotto & p(x) = 3x(x + 1) = 3x* + 3x, e il limite per x
che tende a 1 di tale funzione ¢ proprio uguale a 6.




Osservazione

Analogamente a quanto visto per la somma di due funzioni, questi ultimi due teoremi per-
mettono di affermare che il prodotto di due funzioni continue (in particolare il prodotto di una
costante per una funzione continua) é una funzione continua.

d Tabella per tutti | casi che si possono presentare nel
calcolo dei limiti del prodotto di due funzioni:

g(x)
' (>0 (<0 0 + o o0
f(x)

m>0 m -1l m -1 0 + o0 — 00
m<0 m -1 m -1 0 — 0 + o0

0 0 0 0 ? ?
+ oo + o0 — 0 e + oo — 00
— 00 — 00 + o0 e — o0 + 00




Osservazione - | punti inferrogativi (¢) nella tabella si
riferiscono al prodofto (nelle sue varie forme):

o0+ ()

e si chiamo forma indeterminata.

Attenzione — Guai a scrivere che:

©0-0=0 oppure -0 =0

In seguito iImpareremo le tecniche per eliminare questa
forma indeterminata.




€ Limife della potenzo

Bl TEOREMA
Sene N —{0}e )lci_r% f(x) =1, allora:

LA =l joap =,

dimostrazione

I teorema puo essere dimostrato pensando che la
potenza n-esima di una funzione, ossia [f(x)]", € il prodotto
di tale funzione per se stessa n volte, e quindi si POssSONO
applicare | teoremi sul prodotto delle funzioni.




La funzione ha limite +~

Abbiamo la tabella a fianco. F(x) - )
+ oo @ (+ 0)? =400
+oo a<0 (+ 00)? = 0*
L’esponente e una funzione
Il teorema della potenza si puo estendere al caso [f(x)] 8™
g(x)
(£ 7% + oo 00
f(x)
+ oo + 0o 0t
0 0" + o0
1 ? ?
0 <¢< 1 0t + oo
=1 + oo 0




Osservazione - | punti inferrogativi (¢) nella tabella si
riferiscono alle forme indeterminate

OOO OO 100

Attenzione - Guai a scrivere per queste forme
iIndeterminate risultati strani.

In seguito iImpareremo le tecniche per eliminare queste
forme indeterminate.




€ Limite radice n-esima funzione

Bl TEOREMA
Se lim f(x) =Ll Rel> 0,allora:

lim, /() = <lim () = V1.

Se n e dispari, questo risultato vale anche per I < 0.

Bl ESEMPIO
Essendo Li_r}} (5x — 1) = 4, allora Li_r;} Vox—1=2




& Limite funzione reciproca

BEl TEOREMA
Consideriamo una funzione f(x) e la sua reciproca f(lx) :
_ 1 1
e se lim f(x) =1 €R,[#0, allora lim f(x) lim f(x)
. SE ’161_1[% f(x) =+o0,0 }ci_(r& f(x) =— o0, allora hm f(x) =0;

quando esiste un intorno di @ in cui f(x) # 0:

e se lim f(x) = 07, allora lim =+ o0;

f(x)
e se lim f(x) = 07, allora lim f(x) = —o0.



& Limite quoziente due funzioni

Bl TEOREMA
Se }Ci_p& flx)=1le chi_I}CII g(x) = m,em # 0, allora:

fo _Uma | g

lim . =—.
o 11_1}35 g(x) m

Bl DIMOSTRAZIONE f »

Siccome possiamo scrivere = f(x) ) , per il teorema del limite del-

la funzione reciproca e del 11m1te del prodotto di due funzioni, abbiamo:

lim g(’;) = lim, f0o)lim, (5 = lim /() m{g(x) =L

Bl ESEMPIO

1. Essendo hm (x—1)=2e hm (2x + 1) = 7, allora hm 2x —+11 %

2. Essendo 11m (x—3)=0c¢ hm (2x + 1) = 7, allora hm o —+31 % =0




Osservazione

1=

Questo teorema permette di affermare che il quoziente %) di due funzioni continue in un
punto x, é una funzione continua se g(x,) # 0.

P(x)
Q(x)’

funzione continua in tutti i punti che non annullano il denominatore Q(x).

In particolare, il quoziente di due polinomi cioe una funzione razionale fratta, é una

g(x)

. . 00 m # 0 0 s —
Tuttl | casl f(x)
nel calcolo ¢+ 0 % o ; "
deil limiti del

. . 0 0 ? 0 0
quoziente di
due funzioni: e 0 00 ? ?




Osservazione - | punti inferrogativi (¢) nella tabella si
riferiscono alle forme indeterminate

0 00
0 00
Attenzione - Guai a scrivere per queste forme

iIndeterminate risultati strani.

In seguito iImpareremo le tecniche per eliminare queste
forme indeterminate.




& Limite funzioni composte

Siano date due funzioni y=f(z) e z=g(x), per le quali
possiamo fare la composizione f(g(x)), cioe tali che g(x)

appartiene al dominio di f per ogni x appartenente Al
dominio di g.

Bl TEOREMA

Siano y = f(z) e z = g(x) tali che f(z) € continua in z; e 3161_{% g(x) = z,.
Allora:

lim fg(x)) = f(lim g(x)) = f(z).

In particolare, se g(x) € continua in x, e f(z) ¢ continua in z, = g(x,), allora:

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(xo));

cioe la funzione composta f(g(x)) & continua in x,.



Bl ESEMPIO
La funzione y = sen4x ¢ la funzione composta da z = g(x) = 4x, continua in R,
eda y = f(z) = senz, continua in R e quindi in ogni punto dell'immagine di g.

La funzione composta fe g ¢ f(g(x)) = sen4x, continua in R.

" T
Per esempio, hmc sen4x = sen (4 - Z) =senw = 0.
/
sl
4




€ Continuita funzione inversa

Se y = f(x) ¢ una funzione biettiva in un intervallo D, allora esiste la funzione

inversa f ~! definita nel codominio di f. Per essa si puo dimostrare il seguente
teorema.

Bl TEOREMA

Se y = f(x) € una funzione biettiva e continua in D, allora la funzione
inversa f ! & continua nel codominio di f.

Bl ESEMPIO
Calcoliamo lir% (arccos x + 4x).
X —

La funzione cos x € continua in R e quindi la funzione arccos x & continua per
tutti i valori di [—1; 1], in particolare per x = 0. Quindi:

lim (arccos x + 4x) = lim arccos x + lim 4x = L o=
x—0 x—0 x—0 2 2




IL CALCOLO DEI LIMITI




&® Le forme indeterminate

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, le forme indeterminate che possia-
mo incontrare nel calcolo dei limiti sono sette:

0 oo
+o00—00, 0:0, —, g 1= 0% oo?

0

Esaminiamo ora, attraverso alcuni esempi, come calcolare i limiti che si presenta-
no in forma indeterminata.

&® La forma indeterminata +eo-«

Bl ESEMPIO
1. lim (x — Vx*+ 1) si presenta in forma indeterminata + oo — oo, perché:
X—+oo

lim x =4+ e hm( Vxi+1) =—o

X—+ o




Per calcolare questo limite possiamo riscrivere la funzione data in modo
che nell’argomento del limite scompaia la differenza x — Vx* + 1 e appaia
invece la somma x + Vx*+ 1. Per far cid, moltiplichiamo e dividiamo la

funzione per x + Vx* + 1:

_  te w D X+ V41 X —-(F+1)
VEALS oV ) TN T xRl

= |
x+Vxt+1

Quando x — + oo, il denominatore della frazione x + Vx? + 1 tende a + oo,
quindi, per il teorema del limite della funzione reciproca, la frazione tende
a 0, ossia:

—1
lim (x —Vx*+1) = lim =
x>+ oo( = x—+oo x4+ \/x2+1




esempio
2. lim (x*—3x*+ 1) si presenta nella forma indeterminata + oo — oo

X—+ o0

Raccogliendo il fattore x*, il limite diventa:

o, 3,1
xl}llqwx<l x2+x4'

Poiché lim (—i)z 0Oe lim L=O,risultal lim (1— 3 + 1 >= i
X—+o0 xz X—+o00 x4 X—+o0 xz x4

Inoltre, lim x* =+ oo, quindi, per il teorema del limite del prodotto, tro-

X—+ o0

vandoci nel caso di un limite finito (diverso da 0) e uno infinito, risulta:

liIP x4<1 — ;’2 + 14)=+oo.
X—T0O0 x




&® La forma indeterminata Qe

Bl ESEMPIO

Calcoliamo il seguente limite:

lim (1 —sen x)- tgx.
T
o

Con il calcolo diretto otteniamo la forma indeterminata 0 - oo, perché:

lim (1 — sen x) = 0,
T

x—»i-

lim tg x =+ oo0.
T

b




Ricordiamo che tg x = S X
per (1 + sen x):

e moltiplichiamo e dividiamo la funzione data

l+senx , (L—senx)(l +senx)
1+ sen x 1 + sen x

(1.—:sen.x) -tg x- tg x =

_1—sen’x senx _  cos’ sen X _ Sen x-cos X

l1+senx cosx l4+senx cosx  1+senx

T . : .
Quando x — 7 il numeratore sen x - cos x tende a 0, mentre il denomina-

tore 1 + sen x tende a 2, quindi, per il teorema del limite del quoziente di due

.. ) 0 )
funzioni, la frazione tende a L ossia a 0:

lim (1 —senx) -tgx= lim XAXCOSX _ .
T

T - l+senx
il 2




& La forma indeterminata « /e

Il limite di una funzione razionale fratta per x — «
Dato il limite

; aox"-l-alx"_l-l- +an
lim — ,
x—+o hox™+ bx" '+ ...+ 0b,,

(x—>—o0)

quando almeno un coefficiente delle potenze di x ¢ diverso da 0 sia a numerato-
o . P— o o0 7 e
re sia a denominatore, questo limite si presenta nella forma Pt perché il nume-

ratore e il denominatore tendono a oo quando x tende a .

Forniamo tre esempi di calcolo di limiteconn > m, n = m, n < m




Il grado del numeratore @ maggiore del grado del denominatore

Bl ESEMPIO

Calcoliamo il limite lim X —2xt+ 1
koo 32 — 2646

Raccogliamo a fattor comune x° al numeratore e x* al denominatore:

xs-(l— 23 + 15)
lim X -

3

= lim |x1:

1

x—+ oo 2 6 x—+ o0
3
( X x2 ) /
tendea +

Si ha quindi:

lim X0 = 2x° 4 1 =+ o0
x>+oo 3x2—2x+ 6 '

2
(1_ x3 T xs)
2 )
X X

tendeal

tende a3

Semplifichiamo x° con
x*; possiamo supporre
x # 0 perché x tende a + oo
(lo stesso accadrebbe se x

tendesse a —o0).




Il grado del numeratore e uguale al grado del denominatore

Semplifichiamo x* (cer-

1 — 2x2 tamente diverso da 0, visto
Calcoliamo il limite xlig_l 32+ 2x — 5 che cerchiamo il limite per

(x ——o0) x tendente a o0).

Bl ESEMPIO

Raccogliamo a fattor comune x? sia al numeratore sia al denominatore:
tendea —2

2L _5 (1 _ 2) ™
A x2 . 3
lim = lim

8 P 2 _ 5 x—~too 2 5\ °
( )x@+x xJ ( )G+x_ﬁ)\

tenae a3

Per il teorema del quoziente dei limiti, la frazione tende a —1, pertanto:

>
12 __2
x=+e 3x%+2x — 5 3

Osserviamo che —% ¢ il rapporto fra i coefficienti dei termini di grado mas-

simo, ossia dei termini con x?, del numeratore e del denominatore.



Il grado del numeratore @ minore del grado del denominatore

Bl ESEMPIO

Calcoliamo il limite lim —2X—
T 3 4 2x

Raccogliamo x al numeratore e x° al denominatore:

{ 1 tendea 2
x'(2“7) _ (2‘7) -

xl—i»I-poc 2 o xl—.ll-poo x2 . 5 Xl *
3. o S
* (1 T ) ot (1 N 7) Ly
tendea 0 ' tendea 1
Quindi:
iy <2 —L. =

L s
L s N TP
Semplifichiamo x con x°

(x # 0 perché x - — ).




&€ Forma indeterminata «/«: caso generale

In generale, data una funzione razionale fratta

apx" + ax" "'+ ...+ a,

flx) =

box"+ byx" "1+ ...+ b,

con il numeratore di grado n e il denominatore di grado m, abbiamo:

. aox"+ ax"" 1+ ... +a,
lim =
tote hox Mt bix™ ..+ by,

p,

+oo sen > m

ap
— Ssen=m

bo

0 sen < m

Il segno da attribuire a co nel caso n > m ¢ dato dal prodotto dei segni di:

. B a
lim x" ™ e - |
X—+ o0 bO
(x —>—00)



€ Forma indeterminata 0/0

Bl ESEMPIO
Calcoliamo il limite
I x?—2x—3
im

=3 2x*—9x+9°

che si presenta in forma indeterminata % , perché:

}ci_r}%(xz—Zx—3) =0 e }Ci_p%(2x2—9x+9)=0.

Poiché il valore 3 annulla sia il numeratore sia il denominatore, scomponia-
mo in fattori entrambi:
x*=2x—3=x—-3)(x+1)
2x*—9x+ 9= (x—3)(2x — 3)
x*—2x—3 .. E—B)(x+ 1) — i XT1 _ 4

}}{% Ix2—9x + 9 :1}{% (x—3)(2x—3) — w23 0%—3 3




&® Forme indeterminate Q0 «0 1«

Le forme indeterminate 0% oo’ 1™ si incontrano nei calcoli di limite del tipo

lim f(x)&®,  con f(x) > 0.

Ricorrendo all'identita a = e'"® possiamo scrivere:

F(x) 8@ = ¢ln 8% _ g@nflx)

Allora se, per esempio, g(x) — 0 e f(x) — 0%, nella funzione ™"/ 3l’esponen-
te compare la forma indeterminata 0 - co.



Bl ESEMPIO ,

Calcoliamo lim x!»x,

xX—+ o0
e g g m 1 : - :
Poiché lim —— = 0, si hala forma indeterminata oo°.
X—+o0 ln X
1 o |
Inx ‘Inx

Scriviamo: x ¥ = elnx ™ = plnx " = ¢ ]| limite vale allora e.



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo i limiti: a) lin}
X—

a) La funzione s(x) = x + x+1)2 ¢ la somma

(

. N |

delle funzioni g(x) = x e f(x) e

Li_{l} x = 1 per la continuita di y = x.

Per la continuita della funzione polinomiale

y = x — 1 eil teorema del limite della potenza,
}cirr} (x—1)> =0,

quindi, per il teorema del limite della funzione

reciproca:

; 1 _
}clir%(x——l)z =+ 0.

_ 1 1 Z
x4 D) dim, (2~ 2,

La somma di un limite finito con uno infinito é
S |
(x—1)"

X+ — - lea)

infinito, quindi lim1
X —

b) La funzione s(x) = x> — 2x ¢ la somma delle
funzioni g(x) = x?> e f(x) =—2x.
Abbiamo

lim x*=+oce lim (—2x)=+oo,

X——0oC
quindi:

Jim (x*> — 2x) =+ oo0.



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo i limiti: a) xl_l_moo x+—— b} 11m — log X
a) Abbiamo: b) Abbiamo:
11m x =+ o0; lim £ =+ co. limi=+oo; lim logx——oo.
x—+ oo X—+oo 2 x—-0" X x—0F
Il segno dei due limiti & concorde, pertanto: Il segno dei due limiti ¢ discorde, quindi:

lim x % =+o0. lim . -log x = —oo0.
x—+oo 7 x—-0t X



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo i limiti:

. x2+3x—1 . 6x + 1 . 61 5l
VM -1 o PDmrs 9 e
_oxX*+3x—-1 . . . ,
a) hix) = 1 ¢ il quoziente delle funzio- Il numeratore tende a un numero negativo,

ni f(x)=x*+3x—1e g(x)=x—1:
}Ciir}z(x2+3x—1) =9; }Ci_{r%(x—l) =

Il limite dato e uguale al quoziente dei limiti,
¥ h3x =109

percio }Cl_rg g il
b) h(x) = Gl ¢ il quoziente delle funzioni

x =2
f(x) =6x+1eg(x)=x+2:

lim_(6x+1) =—11

X——2

lim_(x+2)=0"

X—>—2

mentre il denominatore tende a 0% (cioé resta
sempre positivo); i limiti hanno segno discorde,
pertanto:
lim 6x+1 _
xo—2% X+ 2

¢) Calcoliamo ora i limiti di numeratore e deno-
minatore per x ——27:

lir_nz_ (6x+1) =—11; lir_nz_ (x+2)=0".
I limiti hanno segno concorde, quindi:

lim 6x+ 1 _
x>—2" X+ 2

+ oo



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo hm 3+ cosx .

X—+oo X

D - COSX - o : :
—~—————, se x — + 00, non ammette limite, quindi non possiamo applica-

Il numeratore della funzione
re i teoremi sul calcolo del limiti.

Poiché —1 < cosx < 1, allora 2 < 3 + cosx < 4 e quindi, per x > 0:

ls3+cosx<_4_.
X x %

Poiché lim 2 = im 2= 0, per il teorema del confronto:
XxX—>+oc X X—=>+o0 X
lim 3+ cosx _ 0.

X—+oo Do



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo hm (Vx+7—Vx—5).

X—+oo

Poiché hm Vx+7 =+xe hm Vx —5 =+ o0, abbiamo la forma indeterminata + oo — oo.

X—+oo x—+oo
Scriviamo la funzione f(x) = Vx+7 — Vx — 5 in modo che compaia la somma delle radici anziché la

differenza, moltiplicando e dividendo f(x) per (Vx +7 + Vx —5):

ame s e s e N R BN R e T =5)
AT VEm S = N T N T VA=  VaTTHvVAo5
12

S oVx+T7+Vx—=5"

Quando x — + oo, il denominatore Vx + 7 + Vx — 5 della frazione tende a + oo, mentre il numeratore

12
tende a 12, e quindi: lim (Wx+7 —Vx—5) = lim =
q x—+o00 x>t \/x+7 +Vx—5




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo lim_ (x® + 2x%2 — 3).

Poiché lim Y=—e Jim (2x* — 3) = + 00, abbiamo la forma indeterminata — oo + cc.

Per calcolare il limite raccogliamo a fattor comune x elevato al massimo esponente, cioé x>:

efie2-3)
X o

Jim (2°+2x*—3) = lim_

Dal momento che lim = =0e lim - = 0,allora lim_ <1 + % — %) = 1.

X =00 K X——00 x3

Poiché lim x° = — oo, otteniamo:

x3-(1+l—%>]=—oo.
X x>

Jim (x°+2x*—3) = lim_
Possiamo ottenere il risultato applicando anche la regola:
lim (apx" + ax""1+..4+a,) = lim aox".

Nel nostro caso si ha:

xl_i_r_noo (x> +2x*—3) = lim x° =—oo.

X=——00



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo lim (sen 2x - cotg x).

x—0%

Poiché lim sen 2x = 0 e lim cotg x =+ oo, abbiamo la forma indeterminata 0 - co.
x—0 x—0

Utilizzando le formule goniometriche, trasformiamo sen2x e cotg x in modo da semplificare 'argomen-
to del limite:

COS X
sén x

sen 2x - cotg x = 2sen X Cos x- = 2cos’x.

Quindi:

lim (sen 2x- cotg x) = lir{)l+ (2ecos x) =2 =]

x— 0%



ESERCIZIO GUIDA
2

. ¢) lim 2x—x

Calcoliamo: a) 11m 2x — 3x" + x° :b) lim 5x” + 6x 3
X—+o0 X -|— x 2

g 2552 x=1ce x3 2% — 1
a) Riscriviamo I'argomento del limite ordinando il numeratore e il denominatore secondo il grado:
i 3%+ x4 2x
im 5 ;
x—+oo 2x°— 2

Raccogliamo a fattor comune i monomi di grado massimo al numeratore e al denominatore:

tendea — 2

2
tendea + /
1 2 1 2
e B
lim = lim |x? = —00
X—+ oo 2 2_1 X—>+oo z_L
% x- x2

b) Riscriviamo il limite ordinando il numeratore e il denominatore secondo il grado decrescente:

lim 6x> — 5x* + x
x>t x3—2x2—1

Raccogliamo a fattor comune i monomi di grado massimo al numeratore e al denominatore:




c) Riscriviamo il limite ordinando il numeratore e il denominatore secondo il grado decrescente:
: =L 0 x
hm = ,
x—+oo x° 4 x°— 2

Raccogliamo a fattor comune i monomi di grado massimo al numeratore e al denominatore:

tendea0
x2-<—1+%) \1 —1+%
lim = lim : =0:-(—1)=0.
X—+ oo x3(1+i_l3) X—-+tx| X 1+L_%
X X X X

tendea —1



ESERCIZIO GUIDA

A / 2
Calcoliamo l_{lpoo 2—_+11 .

Osserviamo che per x che tende a — oo il numeratore tende a + oo, mentre il denominatore tende a — oo
. o8 . . \ . . CX)
e quindi il limite e nella forma indeterminata -

Raccogliamo a fattor comune i termini di grado massimo all'interno della radice e al denominatore:

\/x2(1+i) ViE A1+ — e
: X : x> : X
Am Ty = Llm, Ty = Lm, 1
x(Z — —) x<2 — —) x<2 — —)
x X x
Poiché x tende a — oo, possiamo supporre x < 0, quindi abbiamo | x | = —x. Il limite percio diventa:
= il U L =8 /1= %
lim x* lim S
L < L) =t 1 2 2"
X x



ESERCIZIO GUIDA

3 a2 L 3
Calcoliamo: a) lim £ 2x Sx — 2 . b) lim 1 ;/m
X2 2x = 5x s 2 x—0 X“—Xx

a) Calcolando il limite del numeratore e del denominatore, otteniamo la forma indeterminata %

Poiché 2 ¢ radice sia per il numeratore sia per il denominatore, possiamo scomporre in fattori nume-
ratore e denominatore. Per il numeratore usiamo la regola di Ruffini:

o=l =5 =
2 4 6| 2 - 2xX°—x*—-5x—-2=(x—2)Q2x*+3x+1).
2 3 1l o

Scomponendo il denominatore si ha:
2x*—5x+2=(x—2)2x—1).
Calcoliamo il limite:

2x3—x2—5x—2 _ - (x—2)2x*+3x+1) — 1 2 5 ox HI -

ms—e e S o . e o



b) Calcolando il limite, si ha la forma indeterminata %

Razionalizziamo il numeratore e scomponiamo il denominatore in fattori. Si ha:

b =T R 1-x—1 _
=0 x(x—1) 1+vVx+1 *=0x(x—1)(1+vVx+1)

. — |
1 =1
0 (x— DI+ Vxrl) 2

ESERCIZIO GUIDA

1
Calcoliamo lim x@x,

x— 0t

Per x — 0" si ha Inx — — oo, quindi lrix — 07, perci6 abbiamo la forma indeterminata 0°.

Poiché ¢ = g (con a > 0), scriviamo il limite nella forma
1 =i
. T > In x
lim x* = lim el2*"",
x— 0" x—0t
e, applicando la proprieta dei logaritmi Ina® = bln a, otteniamo:
. L Inx . 1
lim el»* ” " = lim e' = e.
x—0* x—0*
Osservazione. Anche forme indeterminate dei tipi oo? e 1™ possono essere risolte utilizzando la proprie-

ta el”% = g, cona > 0.



LIMITI NOTEVOLI




Analizziamo alcuni limiti notevoli (limiti dei quali
conosciamo |l risultato), utili nella risoluzione di limiti non
Immediati o comungue particolarmente complessi.

&® Primo limite notevole

Consideriamo

. sen x . .
hn% . conxespresso in radianti
X —

L , siamo Iin presenza della
Poiché limsenx=0e limx =0 . .
X0 X—0 forma indeterminata 0/0.

.o . SE€EN X
Si dimostra che: lim = 1

x— 0 X




Da questo limite notevole si deducono i seguenti limiti, che si presentano anch’essi

nella forma indeterminata %

Bl DIMOSTRAZIONE

Moltiplicando numeratore e denominatore di = ZOS X per 1 + cos x, otte-
niamo
l—cosx 1+cosx _ 1l—cos’x _  sen’x  _
X 1+ cos x x(1 + cos x) x(1 + cos x)
sen x

= -sen x -
X 1 +cosx’

e quindi, per il teorema del prodotto dei limiti, risulta:

= 0.

. l1l—cosx _,. senx | . 1
lim = lim -sen x - =1-0-—=—
x— 0 X x>0 X 1 4+ cos x 2



i l1—cosx _ 1
x—0 x2 2

Bl DIMOSTRAZIONE
Applicando il ragionamento precedente, possiamo scrivere:

1L—COSX . 5. SENXx Senx 1 1 1
= lim - -

x—0 X

x—=0 X x 1. cosx 2 2

& Secondo limite notevole

Consideriamo:

fiw (1 +i)x.
X

x—too

Poiché lim — = 0, siamo in presenza della forma indeterminata 1*.

x—-toco X

: 1\
Si dimostra che: lim (l 7 —) =e

xX—too x




Anche da questo limite notevole possiamo dedurne altri, che sono nella forma

indeterminata Q.

0 Piu in generale, si dimo-
ln(l+x) stra che,se a > 0 e a # 1:
lim =1 | e
x—0 X lim Oga(x 2 log,e.

Bl DIMOSTRAZIONE
Applicando le proprieta dei logaritmi, possiamo scrivere

1
X X

e quindi, per il teorema di continuita della funzione composta:
11m In(1 + x) X = ln[hm (1+x)=* ]

Poniamo ora y = % , allora x = % e per x — 0 abbiamo y —+oo.

Effettuando la sostituzione di variabile nel limite precedente, otteniamo:

y
lim In{l + %) lim (1 + L)
y—too y

= In =ilne=: L.

x—0 X




Pil in generale, si dimo-
x _ 1 stra che, se a > 0:
lim — | P
x—0 X lirr(l) — Ina.

Bl DIMOSTRAZIONE
Poniamo y = ¢*— 1,allorae*=1+y e x = In(1 + y). Inoltre, per x — 0 ri-
sulta y — 0; quindi, sostituendo la variabile x, otteniamo

Y - Y I 1 e
M S TEa+ty) R maty 1

¥
per il teorema del limite della funzione reciproca.

Poiché e* é continua,

lim y = )lclrr(l) (e*—1) =

x—0

=1—-1=0.




k _
lim (1 +x) L =ik
x—0 X

Bl DIMOSTRAZIONE

Scriviamo (1 + x)k = eln(1 0" = gkln(1+x),
Sostituiamo e moltiplichiamo numeratore e denominatore per kln (1 + x):

’ gtinllda— 1  kln(l +%)
ity X kIn(1+ x)

Applichiamo i due limiti notevoli precedenti:

; en+9 — 1 In(1 + x)
1 kln(1 + x) X

k=1-1-k=k.




Importante

I limiti notevoli si applicano anche quando al posto della variabile x compare una funzione
y = f(x) il cui limite & uguale al valore a cui tende x nel limite notevole. Per esempio:

i S8 (3x) _

x—0 3x L

Infatti, se poniamo y = 3x, per x — 0 anche y — 0 e il limite risulta nella sua forma standard:

lim ——2
y=0 y

= 1.




& Tabella limiti notevoli

ILIMITINOTEVOLI
FORMA CLASSICA FORMA GENERALIZZATA
s fim M=l con fim flxi=0
=0 X x=x, Jlx) x—x
. l=cosx 1
fim =—
x—0 x2 2

1 x
lim (1 + —] =g
X = X

1
fimi\l+x/, =e

1
fim 'l+f'x"f._x.=e con fim fixi=0

x—0 X=X X=>X,

log 11+
i .Oga—x‘zfogae
x—=0 X
fim M'H-x':l fim M=l con fim fix1=0
x—=0 X X—=x Fixi X=X,

X

-1

fim = =lna
=0 X

X _ S(x) _
Iime 1=1 tm £ 1=l con fim fixi=0
=0 X x—x, Jix! =,
o l+x® -1
fim —————— =&

x—=0 X




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

tg x+ 3x
Calcoliamo lim 5 .
x—-0 x+senx

Il limite presenta la forma indeterminata 178

0
_ sen x
Sostituiamo tg x = :
COS X
sen x sen x + 3x cos x
tgx+ 3x +3x

. g X A COS X o COS X o sen.x t3x cos X
lim —2— = lim = lim = lim )
x~0 xt+senx x-0 x-+senx x—0 X Tsen x x—0 cos x(x + sen x)

Raccogliamo x al numeratore e al denominatore, semplifichiamo e calcoliamo il limite tenendo conto che

o Senx
}Cl_{r(l) x - 1.
x(w+3cosx) SR 1 3cos x ]
lim = lim = = 2.
*=% xcos x(l . ) *=9 cos x(l 5 ~—Se; e ) 11+1)



ESERCIZIO GUIDA

. ) COS X
Calcoliamo 11m1r R

x—>7 X ——

2

Il limite presenta la forma indeterminata U

0
e : S . sen x : W .
Ci riconduciamo al limite notevole llII(l) = 1 con un cambiamento di variabile, ossia ponendo
X —
T : T
y=x—7,daculx =yt 5

Osserviamo che per x — %, y — 0 e quindi il limite dato, utilizzando le formule degli archi associati,
diventa:




ESERCIZIO GUIDA
Calcoliamo lim ( ST X ) .

X—+oo X

Per x — + oo si ha la forma indeterminata 1.

«Spezziamo» la frazione tra parentesi dividendo ciascun addendo del numeratore per x e semplificando:

lim (5+x)x= lim <%+l>x.

X—+oo X X—+o©

Per ricondurci al limite fondamentale poniamo y = %, cioé x = 5y. Osserviamo che, per x —+ oo,
y— 1 x,

Il limite dato diventa:

X 5 5 5
i (%+1) — i <i+1>y= ir (i+1)y= o (1+%>y] —

X—+o



Esercizio 1. Calcolare

-1 2
i)
z—() /-

Soluzione. Moltiplichiamo e dividiamo per 2:

. sin(2z) . 2 sin(2z)
lim = lim =- —
z—() T z—0 2 T
i i, sin(2x)
z—0 2T
a questo punto, ponendo y = 2z, dato che
lim =¥ =1
y—0 Y
otteniamo
11 2 w1
b 9 B0 s, SO
z—0 2T y—0 Y

=2-1=2.




Esercizio 2. Calcolare

1 —cosz
lim — b
z—0) 4 A

Soluzione. Moltiplichiamo e dividiamo per (1 + cosz):

, 1l—cosz , l—cosz 1+4coszx
lim ——— = lim . =
z—0 .CL'2 z—0 1:2 14+ cosz
1 —cos?’zx 1  sin?z 1
= lim > . = lim 5t =
z—0 T l14cosz =0 14+ coszx
: 2
, Sin 1
= lim —_—
z—0 T 14 cosz
poiché risulta
. sinz . /| 1
lim =1 ; lim — ==
0 I z—0 14+ cosx 2

abbiamo

: 2

Sin T 1 1 Gl
1. e ~—— .—=12.—=—0
530 ( z ) 1+ cosz 2 2




Esercizio 3. Calcolare
. 1—-coszx
lim ——————
z—0 sin(4x)

Soluzione. Riscriviamo il limite in questo modo:

e | L==lCORE 1
lim ——— = lim (1 —coszx) - — =
z—0 sin(4x)  z-0 sin(4zx)
2 4z 1
TR P »
0 72 008 4x sin(4z)
. l—cosz 1 ir
20 2 4z sin(4z)

. r 1—-cosz 4z
z—0 4 z2 sin(4z)

dal momento che risulta

lim l—cosz 1 " 4z {

—— O — 2 m =

z—() T2 2 ’ z—0 bln(4$)

bbi

pe i X z 1—cosz 4 s 1 P
0 4 1 sin(4z) ~ 2




Esercizio 4. Calcolare

 1—cos®z
lim

z—( 3 x2

Soluzione. Il numeratore e una differenza di cubi, per cui abbiamo:

. l—cos®z . (1—cosz)(l+ cosz+ cos’z)
lim = lim -
z—0 3:1,‘2 () 31‘2
T (1 + cosz + cos® )
= lim ————- CcoS T + oS =
z—0 32
1 1—cosz
=lim =- ——— . (1 +cosz +cos?z
z—0 3 1132 ( T )

poiché risulta

1 —cosz 1

lim ———== 3 lim (1+cos:1:+0032x)=1+1+12=3
z—0 T z—0
abbiamo
I 1 1—cosz (14 o4 662 )_1 1 3_1
xlil?(l]:} - COS T cosa:—32 =5




Esercizio 6. Calcolare

lim V1 — cos(5z) |
z—0~ T

Soluzione. Portiamo la z dentro la radice, facendo molta attenzione al
fatto che, trattandosi di un limite per x — 07, la z € negativa:

lin /1 — cos(5z) _ lim _\/1 — cos(5z)

z—0~ T z—0~

moltiplichiamo e dividiamo dentro la radice per 25:

2 1_ nyal RJ — 0O
i _\/ 5 cos(5x) _ g _\/25_1 LOb(5LE):

20~ 25 x? z—0~

, 1 — cos(5z) 1
= lim —4/25- = —4/25- =
z—0" \/ (5 ;1;)2 2 \/5 2




Esercizio 7. Calcolare

] — g(i-a)’

lim 5 .
z-1 3(x — 1)

Soluzione. Mettendo un “meno” in evidenza e, osservando che (1 —z)% =
(z — 1)?, possiamo riscrivere il limite nel seguente modo:

1 — e1-2)? ez-1? _ 1 1 ele1)? _1
lim = lim — = lim —-- 5
z=1 3(z—1)% 2-1 3(z-1° 221 3 (z-—1)

ponendo ora y = z — 1 abbiamo

_ 1 el-1? 1 _ 1ol
ll—*n{ 3 (x — 1)2 N -‘l/lg‘l) B Y2

ponendo ora z = y* abbiamo

| 1 e’ —1 1 e —1 1 1
lim —=- = lim —=- =—=-1=—.
y—0 3 g2 =0 3 2z 3 3




Esercizio 8. Cualcolare

: z?In(1+2x)
lim — .
z—0 (2cos(3xz) —2) sinz

Soluzione. Riscriviamo il limite nel modo seguente:

2 1 1
lim —— - BTl =
z—0 2 1-—cos(3z) sin z
r? 92 1 2% 2 1
= lim ——. : W cccdl PR ORI T R
2a0 2 972 1 —cos(3z) 2z o(l-+22) 2 gt
, i | 9 x? In(14+2z) 1 =
= lim ——- - .2 - o el
z—0 2 9z2 1-—cos(3x) 2 T sinz
, 2 1 1 922 In(1+2z) =
=hm .__._.21;._. : . —_ -
z=0 2 9z? z 1—cos(3z) 2z sin z
: 1 9 z? In(14+2z) =z
= lim —=- - —=
z—0 9 1—cos(3z) 2% sinz

1211—2
9 9




GLIINFINITESIMI, GLI'INFINITI E IL
LORO CONFRONTO




& Gli infinitesimi

@ puo essere finito o
000 — 00

Bl DEFINIZIONE
Infinitesimo per x — «

Si dice che una funzione f(x) ¢ un infinitesimo per x — a quando il limite
di f(x) per x — a ¢ uguale a 0.

Bl ESEMPIO
1. La funzione f(x) = x — 1 & un infinitesimo per x — 1 perché }Clm1 (x—1)=0.

A

e un infi-

2. La funzione f(x) =
a funzione f(x) ) 1 y
nitesimo per x — + oo, perché iy T 5
i § 1 ftoende
! —| a
| 2
QEEEn X2 =0 “~——:>n
, ) o X"
e per x —— oo, perché \ s
f tende
lim —— =0 -
Rt 2 '




Importante

Funzioni del tipo 1, L. - )

-
ot g g g

per x — — oo (da quest’ultimo caso sono esclusi i reciproci delle radici di indice pari).

sono tutte infinitesimi per x - +oc e

Se f(x) e g(x) sono entrambi degli infinitesimi per x — «, si dice che f(x) e g(x)
sono infinitesimi simultanei.

Siano dunque f(x) e g(x) due infinitesimi simultanei per x — @ e supponiamo
che esista un intorno I di a tale che g(x) # 0 per ogni x € I, con x # a.

In questo caso ¢ interessante vedere quale dei due infinitesimi tende a 0 «piti rapi-
damente»; possiamo stabilire cid determinando il limite (se esiste) del loro rap-
porto per x — Q.




In sintesi si ha:

f(x)

e Se hm T = [ # 0 ([ finito), si dice che f(x) e g(x) sono infinitesimi dello

stesso ordine (essenzialmente questo vuol dire che tendono a 0 con la stessa
rapidita).

f(x)
e Se 91611% )

(cioe f tende a 0 piu rapidamente di g).

= 0, si dice che f(x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a g(x)

e Se hm S =+ o0, sidice che f(x) ¢ un infinitesimo di ordine inferiorea g(x)

@ g(x)

(cioe f tende a 0 meno rapidamente di g).

fx)

« Se non esiste il lim ) si dice che gli infinitesimi f(x) e g(x) non sono con-
frontabili. 5




Bl ESEMPIO
1. Gli infinitesimi f(x) = In(1 + x) e g(x) = x, per x — 0, sono dello stesso
ln(1x+ x) _ 121

ordine perch¢ lim
2. f(x) = (x — 3)* é un infinitesimo di ordine superiore a g(x) = x — 3, per
x — 3, perché:

N2
lim (x = 3)
x=3 X—3

:Li_rg(x—3):o.

3. f(x) = e* — 1 & un infinitesimo di ordine inferiore a g(x) = x°, per x — 0,

perché:
X X
lime—z’1 = lime—l-limi2 = 1-(+ o0) =+ .
x—0 ¥ x—0 X x—-0 x

e e el e 1
4. Gli infinitesimi f(x) = xsen i g2(x) = x, per x — 0, non sono confron-
tabili, per ché Puoi dimostrare che

1 , . oy
XSsen 7 ¢ un infinitesimo

XS€CN——
lim X = lim seni = lim sen Yy | per x — 0 con il teorema
e % o & P del confronto. Abbiamo eseguito il
non esiste. cambiamento di variabile
-1




Bl DEFINIZIONE
Ordine di un infinitesimo
Dati due infinitesimi f(x) e g(x), per x — a, si dice che f(x) € un infinite-
simo di ordine Y (Y > 0) rispetto a g(x), quando f (x) ¢ dello stesso ordine
di [g(x)]7, cioe se:

o flx)
M g~

Diciamo inoltre che g(x) ¢ preso come infinitesimo campione. In generale, come
infinitesimo campione, si prende:

Quando non é specifi-
g(x) = x—xp,  sex— X cato, I'ordine di infinite-

1 + simo ¢ riferito a questi cam-
Bk} = s REr=nt pioni standard.
Bl ESEMPIO 4
L’infinitesimo f(x) = ;CS Lo perx— + o0, € di ordine 4 (rispetto al campio-
ne 2. ), infatti:
s
x—4
5 D 4
2+l . x> —4x*
A, 1 = i L
4



HEl DEFINIZIONE
Infinitesimi equivalenti

Dati due infinitesimi f(x) e g(x), per x — @, essi si dicono equivalenti se:

lim ) =
Xx— 0 g(x)
e siscrive f~ g.

1,

Per la definizione, due infi
nitesimi equivalenti hanno
lo stesso ordine.

Inoltre uno dei due si dice parte principale dell’altro.

Esempi di infinitesimi equivalenti, per x — 0, sono:

senx~x, In(l+x)~x, e*—1~x,

che abbiamo visto come limiti notevoli.

Infatti:

. senx
lim
x—0 X

=1,

o I+
x—0 X

. e*—1
lim
x—0 x

1,

= 1.




El TEOREMA
Principio di sostituzione degli infinitesimi

Se esiste il limite del rapporto di due infinitesimi simultanei f(x) e g(x),
allora esso resta invariato se si sostituisce ciascun infinitesimo con la sua
parte principale (cioe con un infinitesimo a esso equivalente):

f(x) Si(x)
IS = Bl S

Bl DIMOSTRAZIONE

G R . g® . f®
i oG ~ M 1Mo M G

Per la definizione di infinitesimi equivalenti:

ﬁ()_11 f(x) -~ lim f(x)
i g1(x) Him g(x) g (x)




Bl ESEMPIO

Calcoliamo lim In(1 + 5x) .
x—-0 senx

Poiché In(1 + 5x) ~ 5x e sen2x ~ 2x, abbiamo:

lim o lim 2% = 2
x—0 sen2x x—0 2X 2"




@ Gli infinifi
Bl DEFINIZIONE
Infinito per x — «

@ puo essere finito o
+ 00 0 — 0.

Una funzione f(x) si dice un infinito per x — a quando il limite di f(x) per
x — @ vale + o0, —c0 0 .

BN ESEMPIO
La funzione f(x) = Tl ¢ un infinito per x — 1 perché lim 1=
S
Y1 1
f tende i
a +© |
| = e un infinito
O] .| Y T X =1
1 ;
1 : per x - 1" eper x — 1
. f tende
| @ =00




Importante

Le funzioni del tipo x, x2, x3, ... eanche Vx, Vx, ... sono infiniti per x — 4 oo e per x — — oo
(da quest’ultimo caso sono escluse le radici di indice pari).

Per gli infiniti possiamo introdurre dei concetti analoghi @
quelli visti per gli infinitesimi.

Se f(x) e g(x) sono entrambi infiniti per x — @, si dice che f(x) e g(x) sono infi-
niti simultanei.

Siano f(x) e g(x) due infiniti simultanei per x — a.

Jx) _

e Se hm *(*5 = [ # 0 (I finito), si dice che f(x) e g(x) sono infiniti dello stes-

so ordine (essenzialmente questo vuol dire che tendono a oo con la stessa rapi-

dita).




Bl ESEMPIO

Gli infiniti f(x) = x> e g(x) = 3x°>+ 2, per x —+ oo, sono dello stesso
ordine perché
G 1

xl—l»IPoc 3x°+ 2 :??50

e Se lim S
X—Q g(x)
(cioe f tende a oo pitt rapidamente di g).

=+o0, si dice che f(x) ¢ un infinito di ordine superiore a g(x)

Bl ESEMPIO

f(x) = (x—1)* & un infinito di ordine superiore a g(x) = x + 1, per
X — + oo, perché
x?—2x+1

.. e=1F _
xl——l-I-Poo X +1 - xl—ll}-loo X +1 = oo.




f(x)
e Se }Clggl 2 (%)

f tende a oo meno rapidamente di g).

= 0, si dice che f(x) ¢ un infinito di ordine inferiore a g(x) (cioe

Bl ESEMPIO
f(x) = — e uninfinito di ordine inferiore a g(x) = ;4 ,per x — 0, perché
1
im —2— = lim x® =
x—0 i X —
-4




e Se non esiste il lim &

A (%) si dice che gli infiniti f(x) e g(x) non sono confron-
tabili.

Bl ESEMPIO

Gli infiniti f(x) = x*(cos x +2) e g(x) = x°, per x —+ o0, non sono con-
frontabili perché
x’(cosx+2)

lim 3 = lim (cos x+ 2)
x—+o0 4 x—+ oo

non esiste.




Bl DEFINIZIONE
Ordine di un infinito
Dati due infiniti f(x) e g(x), per x — @, si dice che f(x) ¢ un infinito di or-
dine y (Y > 0) rispetto a g(x), quando f(x) ¢ dello stesso ordine di [g(x)]7,
cioe se:

. fx)
3161_{1% 5k =10

Scegliendo g(x) come infinito campione, si considerano
INfiniti campione le seguenti funzioni:

1
X —X0
X, Sex—>ioo.

se X — Xo;

g(x)

g(x)




Bl ESEMPIO

x+ 2

L’infinito f(x) =
ne i), infatti:
X

X+ 2

2x3 — 5x2° L

2x3 — 5x2

lim

x—0

1

x2

x — 0, ¢ di ordine 2 (rispetto al campio-




Bl DEFINIZIONE
Infiniti equivalenti
Dati due infiniti f(x) e g(x), per x — @, essi si dicono equivalenti se:

. J
. glx)

1,

e siscrive f~ g.

Uno dei due infiniti si dice parte principale dell’altro.

Bl ESEMPIO
La funzione f(x) = 3x°+ 4x° + 2x — 1 & un infinito, per x — + oo, equivalen-
tea g(x) = 3x°, allora 3x° ¢ la parte principale di f(x).




Bl TEOREMA
Principio di sostituzione degli infiniti
Se esiste il limite del rapporto di due infiniti simultanei f(x) e g(x), allora

esso resta invariato se si sostituisce ciascun infinito con la sua parte princi-
pale (cioe con un infinito a esso equivalente):

. fx) L fix)
f~fog~g = lm- oy =lim- .

gerarchia degli infiniti

Se si deve calcolare il limite del rapporto di due infiniti, spesso non ¢ facile valutare
Pordine di infinito delle due funzioni. Per esempio, anche con l'aiuto di limiti no-

X

tevoli, non possiamo calcolare lim :
X—+00 x2

Il seguente teorema dice che, per x —+ oo, le funzioni logaritmiche (con base
a > 1) tendono a infinito meno rapidamente delle potenze, le quali a loro vol-

ta tendono a infinito meno rapidamente delle funzioni esponenziali (con base
b>1).



Bl TEOREMA
Gerarchia degli infiniti

Date le tre famiglie di funzioni
(log.,x)% xP, b*, cona,f >0eab>1,

allora, per x — + oo, ognuna ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a quel-
la che si trova a destra nell’elenco, cioe:

lim (log,x) =)

X—+o© xB

Sinteticamente, possiamo scrivere, riferendoci agli ordini di infinito:

(log,x)® < x* < b*.



4 Figura 5 Graficamente
vediamo che In x, (In x)?, ...
tendono a + « piu lenta-
mente di x, x?, x>, ..., che a
loro volta tendono a + oo piu
lentamente di e*, 10%, ...




Come casi particolari si hanno i seguenti limiti:

In x ex

lim — =0, lim — =+ .
X—+ o0 xB X—+ o0 xB
Bl ESEMPIO
: Inx)? .
lim ( 2) =10, .lm Vi = 0

X—+ o0 X X—+ o0 2x



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Confrontiamo fra loro gli infinitesimi:

fx)=In2x*+1), g(x) =e*—1, perx—0

Le due funzioni sono infinitesimi perché:

}ci_% In(2x%2+1) = }ci_r}(l) (e *—1) =0.

Consideriamo il rapporto fra i due infinitesimi e calcoliamo il limite per x — 0. Tenendo conto che x # 0,
moltiplichiamo e dividiamo sia per 2x?, sia per — x, in modo da poter utilizzare i limiti notevoli:

lim In(@x +1) lim In(2x*+1) 2x* —x _

x=0 e *—1 x50 252 —x e*—1

v In@2x2 BT . - _ _

— }CI_I}’(I) Y }}B})( 2x) }cl_l”l‘(l) 1 1-:0-1=0.
f(x)

Poiché }Cll‘% = 0, f(x) ¢ infinitesimo di ordine superiore a g(x).

g(x)



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo 'ordine dell’infinitesimo f(x) = 5 PN ReSL
1\
Confrontiamo f(x) con l'infinitesimo (7) :
1
2 k
lim —* ka = lim %-xk=lim X :
%o (1) =iyl Or e 2( 2)
— =~
X

Il limite é finito e diverso da 0 (vale 1) per k = 2, quindi 'infinitesimo ¢ di ordine 2.

ESERCIZIO GUIDA

e e e 1. o .. o . . (1 —cosx)sen4x
Con il principio di sostituzione degli infinitesimi calcoliamo }Cl_l:la In(l - 8%

2

Poiché, per x - 0,1 — cosx ~ xT’ sen4x ~ 4x e In(1 + 8x) ~ 8x, abbiamo:

lim (1 — cosx)sen4x

BESSIE T e a



ESERCIZIO GUIDA

Confrontiamo fra loro gli infiniti:

ol _ 1
Jix) = 3 g(x) = (x> + x) (x> — 2x)°

per x — Q.

Le due funzioni sono infiniti, in quanto:

lim L = lim 1 =
=0 x2  x-0 (x* + x)(x*> — 2x)

Q.

Calcoliamo il limite del rapporto tra i due infiniti, tenendo conto che x # 0:

1

o wE(x2+1)(x — 2
lim X = lim 1, ol ( ) ) =lim (x*+ 1) (x —2) =—2.
x—0 Il x—0 xz ] x—0

(x3 + x) (x* — 2x)

Poiché il limite ¢ finito e diverso da 0, i due infiniti sono dello stesso ordine.



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo il seguente limite utilizzando la gerarchia degli infiniti:

1

lim x3*.
X—+o00

Utilizziamo la definizione di logaritmo, da cui a = e"*(a > 0):
1 1

: —5 : o
lim x3¢ = lim e,
X—+o0 X—=+o0

Sfruttiamo una proprieta dei logaritmi:

Sliiey Ll
lim e3 = = lim e?® .
X—>+o0 X—+oo
: . P Inx R 0 .
Per la gerarchia degli infiniti hrP s~ = 0, quindi il limite cercato vale ¢” = 1. In conclusione:
X—=TOo 5.6

1

hm x> =1,
X—+o0



FUNZIONI CONTINUE




€& FUNZIONI CONTINUE

Il calcolo del limite e rapido e semplice nel caso di funzioni

continue.

definizione - Sia f(x) una
funzione definita in un
intervallo [a;b] e X, un punto
interno all’'intervallo. La
funzione f(x) si dice continua
nel punto Xx;:

Iim f(x) = f(x,)

X=X

Applicando la definizione di
limite, f(x) e continua in x, se:

Ve>0 EII(xO):‘f(x)—f(xo)‘<£ Vxel

In sostanza:;
> la funzione e definita in
Xo. OSsia esiste f(xy);

* lim f(x)=f(x)

x%xo




definizione - Una funzione y=f(x) e continua nel
suo dominio D, se e continua in ogni punto di D.

Quindi, il limite:

lim £(x) = £(x,)

x%xo

esiste per ogni x, appartenente a D.

€ ESEMPI FUNZIONI CONTINUE IN D=R

funzioni polinomiali (Intere)

f(x)=4x"+2x°




funzioni goniometriche

f(x)=senx f(x)=cosx

funzione esponenziale

f)=a




Le funzioni, ovviamente, possono essere continue solo in
una parte di R.

7
M‘: a=1
(] (] L] 1 1 II"I",
funzioni log aritmo

f(x)=logx D =]0;+o[ B e G B

funzioni tan gente

F(x) = tex D=§R—]§+kn[ C




y = cot(x)

funzioni cotan gente
f(x)=cotgx D=N-lkn|

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0 \
0 13
1

1

1

1

x=2 asintoto verticale da destira




Una funzione puo essere continua solo a destra o a sinistra
IN un punto X

« f(x) ¢ continua a destra in x, se f(x,) coincide con il limite destro di f(x) per
x che tende a x:

l1m f(x) = f(xo)

>

e \xo b X

a. La funzione e continua a
destra in x,,.




 f(x) ¢ continua a sinistra in x, se f(x,) coincide con il limite sinistro di f(x)
per x che tende a x:

™ lim f(x) = f(xo)

X —= X0

,__?/ z s
o

b. La funzione e continua a
sinistra in X,




€ TEOREMI SULLA FUNZIONI CONTINUE

Enunciamo, senza dimostrare, alcuni teoremi che esprimono proprieta importan-
ti delle funzioni continue e ne illustriamo graficamente le conseguenze.

HEl TEOREMA
Teorema di Weierstrass A
Se f € una funzione continua in un
intervallo limitato e chiuso [a; b],
allora essa assume, in tale interval-
lo, il massimo assoluto e il minimo
assoluto.




definizione dei punti di massimo e di minimo assoluti di una funzione

sia y = f(x) una funzione continua in un intervallo [a, b] e sia x, un punto appartenente ad [a, b]

p un punto x; si dice di massimo assoluto per una funzione f(x) in un
ftb) intervallo |a, b| se & il punto di ordinata maggiore in [a, b| cioé se
f(xo) =2 f(x) Vx € |a,b]
flx2) : un punto x; si dice di minimo assoluto per una funzione f(x) inun
— - > | intervallo [a, b| se € il punto di ordinata minore in |a, b| cioé se
a Xi X2 b
/{/ rl]m;;illx; Iminjikmo\ massimo
relativo assoluto assoluto f(xo) = f(X) Vx € [a: b]

In sintesi

> Il minimo assoluto della funzione f(x), se esiste, e |l
minimo m dei valori assunti dalla funzione nel suo
intervallo di definizione [a;b].

> || massimo assoluto della funzione f(x), se esiste, e |l
massimo M deil valori assunti dalla funzione nel suo
intervallo di definizione [a;b].




Facciomo dei controesempi per dimostrare come |l

teorema perde la sua validitd quando alcune delle sue
ipotesi non sono verificate.

w
Xy
@)

—

w

Xy

O

a. La funzione é continua nell’intervallo | b. La funzione non e continua nel punto' c. La funzione é continua nell'intervallo
limitato aperto ]2; 5[. Essa & priva di x = 2. Nell'intervallo [1; 3] essa assume | illimitato [1; +[. Non vale il teorema
massimo € minimo in questo intervallo, | minimo, ma & priva di massimo. di Weierstrass e la funzione & priva

in quanto gli estremi non appartengono di minimo assoluto.
all'intervallo.



BN TEOREMA
Teorema dei valori intermedi

Se f ¢ una funzione continua in un
intervallo limitato e chiuso [a; b],
allora essa assume, almeno una
volta, tutti i valori compresi tra il
massimo e il minimo.

f continua in [a; b] =
Vv | m<vsM
I xela:b]| fx)=v




BN TEOREMA
Teorema di esistenza degli zeri

Se f ¢ una funzione continua in un
intervallo limitato e chiuso [a; b] e
negli estremi di tale intervallo assu-
me valori di segno opposto, allora
esiste almeno un punto ¢, interno
all'intervallo, in cui f si annulla.

f(a){—

f continua in [a; b]
f(a) <0, f(b) >0 =
dcela:b[| f(c)=0




Bl ESEMPIO
Consideriamo la funzione f(x) = x + log,x nell'intervallo [L 1]
Poiché il dominio di f(x) € D: x > 0, la funzione € continua in [ ]

Inoltre si ha:

Sono verificate le ipotesi del teorema degli zeri, quindi ¢ possibile afferma-
re che 'equazione f(x) = 0, e cioe x + log,x = 0, ha almeno una soluzione

nell’intervallo ]%, 1[.




Controesempi per dimostrare come il teorema perde Ia
sua validitad quando alcune delle sue ipotesi non sono
verificate.

L'intervallo ]1;5] non € chiuso La funzione non € confinua in x=-1

v \{A

O 1: E X

(~4)

a. La funzione é continua nell’intervallo ' b. La funzione non é continua in x =-1;
]1: 5], f(1) <0 e f(5) >0, ma non esiste | f(-4) <0 e f(3) >0. Non esiste alcun
alcun punto dell’intervallo in cui essa punto dell’intervallo [-4; 3]

si annulla. in cui essa si annulla.



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA
Stabiliamo se vale il teorema di Weierstrass per la seguente funzione, nell’intervallo indicato:

—x*+4 se x<2
G , in[— 1;3].

Ex—l se x > 2

Dobbiamo verificare 'ipotesi del teorema, ossia che la funzione é continua nell’intervallo [— 1; 3].
Per ogni x € [— 1;3] e x # 2, la funzione ¢ continua perché sono continue le funzioni y =—x*+4 e

y=%x—1.

Perx=2sihaf(2)=0e lin;zl_ (—x*+4) = lirr21+ (%x = 1) = 0, quindi anche in 2 la funzione & con-
. X— X—
tinua.

Concludiamo che vale il teorema di Weierstrass.

Osservazione. Dal grafico della funzione possia-
mo dedurre che nell’intervallo [— 1; 3] il punto
di massimo ¢é (0; 4) e quello di minimo ¢ (2; 0). Il
massimo M della funzione ¢ M = 4 e il minimo
mem = 0.

Xy




ESERCIZIO GUIDA

Stabiliamo se vale il teorema di esistenza degli zeri per la seguente funzione, nell’intervallo indicato:
= % =t L
J& =51 ml 232 |

V2

La funzione ¢ discontinua per i puntiin cui 2x* —1 =0 - x* = %, ossia per x = iT.
Poiché tali punti non appartengono all’intervallo | — %; %l, la funzione & continua nell’intervallo.
Inoltre:

1

f(—?)= 1 >Oef(%>=—1 <0.

Sono quindi verificate le ipotesi del teorema di esistenza degli zeri, pertanto esiste almeno un punto ¢

interno a [—%; % in cui f(x) = 0. Nel nostro caso & ¢ = 0.



ESERCIZIO GUIDA

Stabiliamo che la seguente equazione ammette soluzioni nell’intervallo indicato e verifichiamo grafi-
camente il risultato ottenuto:

e*—|Inx|=0, in[0;1].
Poiché In x non esiste per x = 0, invece dell'intervallo dato ne consideriamo uno meno ampio, con il
primo estremo di poco maggiore di 0. Per esempio [0,1; 1].
In [0,1; 1] la funzione f(x) = e¢* —|Inx| & continua. Inoltre
£(0,1) ~—1,197 < 0; f(1) =e> 0;

quindi agli estremi dell'intervallo la funzione assume valori di segno opposto. Sono vere le ipotesi del
teorema degli zeri, percid e* — |Inx | = 0 in almeno un punto dell'intervallo: I'equazione ammette solu-

zione in [0,1; 1] e, a maggior ragione, anche in [0; 1].

Per verificare graficamente la nostra affermazio-
ne tracciamo i grafici delle funzioni:

y=¢e‘ey=|Ilnx|.

I due grafici si intersecano in un punto che ha
ascissa appartenente all’intervallo [0; 1].

XY

In tale punto si ha:

e*=|lnx|—-e*—|lnx|=0.




PUNTI DI DISCONTINUITA'
DI UNA FUNZIONE




€ PUNTO DI DISCONTINUITA'

definizione - Un punto X, di un intervallo [a;b] si
dice punto di discontinuita (o punto singolare) per
una funzione f(x) se la funzione non e continua in Xx,.

o) =—=




| puntfi di disconfinuita x, di una funzione si PoOssoNo
classificare in tfre categorie: prima, seconda e terza specie.

Il criterio usato per tale classificazione si basa
sullo studio del limite della funzione per x che
tende a X;:

lim f(x)=f(x,)

X=X




€ PUNTI DI DISCONTINUITA’ DI PRIMA SPECIE

Consideriamo la seguente funzione definita per casi:

= 3% sex < 2 [
x—1 sex=2 A '=I1x-1 x22

o]

Se calcoliamo il limite per x che tende a 2
da destra, dobbiamo considerare la fun-
zione y = x — 1; per x che tende a 2 da
sinistra, dobbiamo considerare la funzione
y =—3x:

salto

lim (x —1) =1e lim (— 3x) =—6.

x—2% XD



N -~ 3% X<2
L X—1 x22
X

salto

Il punto x,=2 e un
punto di discontinuita
di prima specie.

La distanza fra i punti A e
B si chiama salto della
funzione, il cui valore nel
punto 2 e: 1-(-6)=7




Bl DEFINIZIONE
Punto di discontinuita
di prima specie
Un punto x, si dice punto di
discontinuita di prima specie per la
funzione f(x) quando, per x — x,
il limite destro e il limite sinistro di
f(x) sono entrambi finiti ma diver-
si fra loro.

X —=Xp

La differenza |1, — [, | si dice salto
della funzione.

lim f(x) = L # lim_f(x) = I,.




€ PUNTI DI DISCONTINUITA" DI SECONDA SPECIE

Esaminiaomo i seguenti esempi:

y | y
1
l
i -
O 1 X
l
a. La funzione y =)ﬁ non & definita b. La funzione y = sen )1(— non é definita
nel punto x, = 1 e lim f(x) = o, in x, =0 e per X — 0 non ammette ne
, x—>1" limite destro né limite sinistro: infatti
mentre lim f(x) = +oo. 1 e e :
x—1* t = 5 tende all infinito e sen t continua

a oscillare tra -1 e 1.



In entrambi i casi il punto x, € un punto di
discontinuita di seconda specie.

El DEFINIZIONE
Punto di discontinuita di seconda specie
Un punto x, si dice punto di discontinuita di seconda specie per la funzio-
ne f(x) quando per x — x, almeno uno dei due limiti, destro o sinistro, di
f(x) ¢ infinito oppure non esiste.
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€ PUNTI DI DISCONTINUITA" DI TERZA SPECIE (O ELIMINABILE)

Consideriamo la funzione: y

1 —x2 \
fly = 1% |
Il dominio ¢ R — {1}. Y ?

La funzione ¢ discontinua in x, = 1 perché \ g = 1=x2

f(1) non esiste. g \_ X~ 1

Calcoliamo il limite per x — 1:

: l—xz_l- (1—x)(1+x)_
i1 5—1)  ga-r =gl

=lirr}—(1+x)=—2.




Per la definizione di limite, possiamo dire che, scelto un intorno completo di
xo = 1 sempre piu ristretto, la funzione assume valori sempre piu vicini a —2,
e quindi possiamo dire che f(x) e quasi continua, perché rimane escluso il solo
punto x, = 1, come si puo osservare nel grafico.

A Il punto x,=1 e un
punto di discontinuita

\ di terza specie.
1

\ b Il punto x,=1 e detto
E i T punto di discontinuita

\\ eliminabile.




Il punto x,=1 si chioma punto di discontinuita eliminabile
perché la funzione puo essere modificata nel punto x,=1 in
modo da renderla continug, rimanendo invariata nel suo
dominio naturale:

(1 — x2
flx) =y B—1

[—2 sée =1

se x|

Tale funzione e continua in x,=1 perche:

lim £(x)= f(x,) = lim f(x) =2 = f(]

X=X X




Bl DEFINIZIONE
Punto di discontinuita di terza specie (o eliminabile)

Un punto x, si dice punto di discontinuita di terza specie per la funzione
f(x) quando:

1. esiste ed ¢ finito il limite di f(x) per x — x,, ossia J}im f(x) = 1;

2. f non ¢ definita in x,, oppure, se lo &, risulta f(x,) # [.

A A
y y
...... \ """{0)-‘“-““.

a. f non & definita in x,. b. f & definita in x,, ma f(x,) = €.




ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Cerchiamo, se esistono, i punti di discontinuita della funzione f(x) = ‘xz% e classifichiamoli.
X

Poiché la funzione ¢ il quoziente di due funzioni continue, g(x) = x+ 3 e h(x) = | x2 =9/, i suoi punti
di discontinuita sono i punti dove si annulla il denominatore.

[ punti x, =+ 3 e x, = —3 sono percio punti di discontinuita della funzione.

Stabiliamo il tipo di discontinuita.

Poiché x2—9 > 0,per x <—3Vx > 3,e x2—9 <0, per —3 < x < 3, allora riscriviamo la funzione:

(x£3 xib5 | _
e 2—9 G=3)(x+3) x5 se ¥~ =3V «x >3
e s i = s6 =3 < x= 3
19— B=x0G+tx) 3=x




Calcoliamo il limite destro e il limite sinistro della funzione per x — — 3:

im 2 0= fim L =—

x——3" ‘x2—9‘ X3 X — 35 6’

lim —<%¥3 = jim L -1,

x——3% ‘x2—9‘ s S 6
Poiché il limite destro e quello sinistro sono diversi e sono entrambi finiti, x = —3 & un punto di disconti-
nuita di prima specie. Il salto della funzione per x —— 3 vale: lim3 L flx) — lim3 flx) = % — (— %) - %

X—— xX——

Calcoliamo il limite destro e il limite sinistro della funzione per x — 3 e otteniamo:

lim 23 = fim —1— = lim = + oo.

X—’3’x2—9‘ x—-3‘3—x x—=3t x_3

Poiché la funzione ha limite infinito per x che tende a 3, x = 3 & un punto di discontinuita di seconda
specie.



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo per quali valori di a e b l1a funzione:

—x2—x+1 sex<l1
fx)=32x—b sel <x=3
—x*+a sex > 3

é continua in tutto R.

Dovra percio valere:

xlim flx) = 1i1’{1+ f(x)=f1)  —1=2-b,

B

lim f(x) = xlf,n} Jx)=/68) = 6-—b=9ta

x—3
Determiniamo a e b risolvendo il sistema:

{—1=2—b {b=3 {a=12
6—b=—94g atb=15



RICERCA DEGLI ASINTOTI




€ DEFINIZIONE ASINTOTO

definizione - L'asintoto di una funzione f(x) € una
retta la cui distanza dal grafico di f(x) tende a 0 man

mano che un generico punto P sul grafico si allontana
all'infinito.

/ .

0 / X 0

a. Asintoto verticale. b. Asintoto orizzontale. ¢. Asintoto obliquo.

Y



€& RICERCA ASINTOTI ORIZZONTALI E VERTICALI

Riprendiamo le definizioni di asintoto verficale e
orizzontale:

BEE DEFINIZIONE
Asintoto verticale

Data la funzione y = f (x), se si verifica che
lim f(x) = oo,

si dice che la retta x = c € asintoto verticale per il grafico della funzione.

Bl DEFINIZIONE
Asintoto orizzontale

Data la funzione y = f(x), se si verifica una delle condizioni

lim f(x) =q o lim f(x)=q o lim fx) =q,

X—=+oo X——00

si dice che la retta y = g € asintoto orizzontale per il grafico della funzione.



e vediomo in che modo e possibile effettuare la loro
ricerca:

> si esamina il dominio D della funzione e se D e illimitato,
gli asintoti orizzontali si determinano calcolando il

lim £(x)

X—>00

» gli asintoti verticali si determinano calcolando il

lim f(x)

X=X,
dove x, € il punto in cui la funzione e discontinua (punto
escluso dal dominio D).




Bl ESEMPIO 5
4x° + 3

Data la funzione y = — L cerchiamo le equazioni dei suoi asintoti oriz-
x —

zontali e verticali. Il dominio della funzione é D = R — {£ 1}.

Asintoti orizzontali:
I 45> +3
im — =
e =]

4,

La retta di equazione y = 4 ¢ asintoto orizzontale per il grafico della funzione.
Asintoti verticali:
I 45 +3 .. 4x*+3
im = lim =
x—+1 x2—1 x——1 x2—1

m-

Le rette di equazioni x = 1 e x = — 1 sono gli asintoti verticali.



€ RICERCA ASINTOTI OBLIQUI

Bl DEFINIZIONE
Asintoto obliquo
Data la funzione y = f(x), se si verifica che

lim [ f(x) = (mx + q)] = 0,

si dice che la retta di equazione y = mx + g ¢ asintoto obliquo per il grafico
della funzione.

A
y Yy =mx+q

Per x — + oo parliamo di
asintoto obliquo destro, per
x — — oo di asintoto obliquo
sinistro.




Condizione necessaria, ma non sufficiente,
per |'esistenza dell’asintoto obliquo

Una funzione puo avere
un asintoto obliquo solo se

lim f(x) = oo,

o uno dei limiti analoghi
con +o0 0 — 0.




Bl TEOREMA
Se il grafico della funzione y = f(x) ha un asintoto obliquo di equazione
y = mx + g, con m # 0, allora m e g sono dati dai seguenti limiti:

= T L

x>0 X

>

q = lim | f(x) — mx].

X — 0

Bl DIMOSTRAZIONE
Se esiste un asintoto obliquo, € vero che

lim | f(x) — (mx + )| = 0,

e quindi, dividendo per x # 0,

— (mx +
figg =t @) o i [ S =g,
X — 00 X X— 0 X X
e, poiché lim m = m e lim —qx— = 0, deve essere:
m = lim S
- x




Se m ¢ diverso da 0, per calcolare g consideriamo nuovamente:

;Lngo[f(x)—(mx+q)]=0 — lim [(f(x)—mx)—q]=0 —

X— o0

— ;Lngo[f(x)—mx]—q=0 —~ q = lim [ f(x) — mx].

X — OO

Viceversa, si puo dimostrare che, se ;ingc f(x) = o ed esistono finiti i limiti

Jx)
X

ne y = f(x) presenta un asintoto obliquo di equazione y = mx + q.

m = lim

X— 0

e g = lim | f(x) — mx], con m # 0, allora il grafico della funzio-

X — 0



Bl ESEMPIO
Determiniamo, se esiste, 'asintoto obliquo della funzione:

_ 3x2—2x+1
x—1 |

Essendo lim f(x)=oo, la curva puo avere un asintoto obliquo. Calcoliamo m:

X 2 —
m=limf()=lim3x22x+1=
X — 0 x X — 00 x__x

3.

Calcoliamo g, sostituendo nella formula il valore 3 al posto di m:

e - . e —2x+1 )_
q = lim | f(x) — mx]| = }LI&( — 3x | =
o 3xrP—2x+1—-3x*+3x _ ;. x+1 _
= lim = lim = 1.
X— 0 x—1 x—o x—1

I calcoli svolti sono validi sia per x — + oo sia per x — — oo; quindi, in entram-
bi i casi, il grafico della funzione ha un asintoto obliquo di equazione:

y = B+,



yA N

y=3x+1

o 3xT=2x+1
lim = 00
s A |
. fx) . 3xP—2x+1
== Al By B
R - i 3xt—2%+1 )_
q = lim [ f(x) mx]—}Lrg< — 3x) =
o 3 —=2x+1—-3x*+3x _ ,. x+1 _
= lim = lim =1
X0 x—1 x—o0 x—1]

asintoto obliquo

y=3x+1




Un asintoto obliquo si
puo avere sia per x — + oo
sia per x — — oo, oppure in
uno solo dei due casi. Per
esempio, la funzione rap-
presentata qui sotto ha due
asintoti obliqui diversi per
X —>100:€PEr X'~>—00,




¢ RICERCA ASINTOTI OBLIQUI:
Ccaso parficolare

Sia f(x) una funzione razionale fratta

&) =50

tale che A (x) sia un polinomio di grado n e B(x) un polinomio di grado n — 1.

Allora, effettuando la divisione tra i due polinomi, possiamo scrivere:

flx) = Qx) + gg;

Si dimostra che il quoziente Q(x) e I'asintfoto obliquo della
funzione f(x):

Q(x)=y=mx+q




Bl ESEMPIO
Consideriamo la funzione razionale fratta:

= 2% — 2x+1 |

-1
Osserviamo che il grado del numeratore supera di una unita quello del deno-
minatore, quindi la funzione ammette un asintoto obliquo, che troviamo ese-
guendo la divisione tra A(x) = 2x*—2x+ 1e B(x) = x> — 1.
Otteniamo come quoziente Q(x) = 2x e come resto R(x) = 1, quindi possia-
mo scrivere

1
x> —1

f(x) =2x+

e la retta di equazione y = 2x ¢ un asintoto obliquo per f(x).



ESERCIZI




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le equazioni degli eventuali asintoti orizzontali e verticali delle seguenti funzioni:

e . 1
DA RIS

a) La funzione data é una funzione razionale fratta, il cui dominio & |—o0; —1[ U |]—1; 1[ U ]1; +o0[,
ossia D: x # %1.
La ricerca degli asintoti viene effettuata esaminando i limiti nei punti esclusi dal dominio e per x — oo
se il dominio e illimitato. Ricordiamo che se xlirp f(x) = [, allora la retta y = [ ¢ asintoto orizzonta-

le, mentre se }Cig% f(x) = oo, laretta x = ¢ & asintoto verticale.

2
lim X1 =3 — laretta y = 3 ¢ asintoto orizzontale.
x—>too x2 —1

. 3x2+1 _ .. .

lim ——— =F —  laretta x = —1 & asintoto verticale.
x—-—1t x2—1

2

lim x+1 +o0 — laretta x = 1 é asintoto verticale.

x—-1t x2—1

Osservazione. Possiamo giungere pill rapidamente al risultato se notiamo che la funzione ¢ pari e il
suo grafico & simmetrico rispetto all’asse y. Quindi basta calcolare i limiti per x — + coe x — 1%



b) La funzione data ¢ una funzione goniometrica fratta, periodica di periodo 27. Limitiamoci a conside-
rare il suo dominio nell’intervallo [0; 27], che & D: IO; % [ U ] %; 271:] )
Essendo la funzione periodica, non esistono asintoti orizzontali.

. . . 7‘( . . . . 7 . . . . 7
Consideriamo il valore ~ in cui la funzione non esiste perché si annulla il denominatore. Poiché

. 1]

lim ——— = — o0,
rrsenx— 1

X—’T

e
2
Considerando poi la funzione nel suo dominio naturale, poiché essa € periodica di periodo 27, i suoi

asintoti hanno equazioni:

laretta x = ¢ asintoto verticale in D.

_ T
x=- + 2kTt.



ESERCIZIO GUIDA
x>—x+1

Data la funzione y = , determiniamo le equazioni degli eventuali asintoti obliqui.

Ricordiamo che, quando lim f(x) = oo, esiste un asintoto obliquo se esistono finiti i limiti

m = lim fx) e g = lim [f(x)— mx],

X—-0© X X— o0

e in questo caso 'equazione dell’asintoto &€ y = mx + q.
Calcoliamo il limite:

lim X=xtl _
A

Essendo verificata la prima ipotesi, calcoliamo i limiti:

xso x-(x+3) x-o x24 3x

b

=lim(x2_x+1—x)=lim e e O
1= 5% X3 X— o0 X+ 5 x—o x4+ 3 '

L’asintoto obliquo della funzione data ¢ la retta di equazione:

y=x—4.



GRAFICO DI UNA FUNZIONE




€ GRAFICO PROBABILE DI UNA FUNZIONE

Con il calcolo dei limiti siamo in grado di ottenere ulteriori
informazioni sul grafico di una funzione.

Ecco futti gli elementi di una funzione che possiomo, al
momento, determinare:

Caratteristiche di una funzione

Dominio — Simmetrie - Intersezione con gli assi — Segno
- Limiti agli estremi del dominio - Punti di discontinuita
- Asintoti

Con la determinazione di questi elementi siamo in grado
di tracciare un grafico approssimativo della funzione, che
chiameremo grafico probabile.




ESERCIZI




€ GRAFICO FUNZIONE POLINOMIALE

Funzioni polinomiali:
y=a x"+a _,x"1+. . +a,x?+a,x+q, neN, n>0

» Dominio: I'insieme dei numeri reali R

> Non hanno punti di disconfinuitd

» Non hanno asintoti (escludendo le funzioni lineari, il cui
grafico e una retta e quindi coincide con I'asintoto.




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:
y =x*—3x%+ 2.

1. Determiniamo il dominio della funzione. Poiché non esistono limitazioni per x, si ha D: V x € R.

2. Controlliamo se la funzione presenta delle simmetrie.
Essendo f(— x) = (— x)* — 3(— x)* + 2 = x* — 3x> + 2 = f(x), la funzione ¢& pari e il suo grafico ¢

simmetrico rispetto all’asse y.

3. Intersezioni con gli assi.

Asse y:

=x*—3x2+2 =

{y - {y — il punto di intersezione con I'asse y ¢ A(0;2).
x=0 x=10

Asse x:
y=x*—3x24+2
Y=

- x*—3x*+2=0.



L’equazione ha per soluzioni:
x1=—Lx,=1,x3=—V2,x4 = V2.
[ punti di intersezione con 'asse x sono:
B(-1;0), C(1;0),
D(—V2;0), E(V2;0).

4. Studiamo il segno della funzione.
- 3x 2 -0
xt—3x2+2=(x2-2)(x2—-1) > 0.

Primo fattore:

x2—2>0perx <—V2Vx>V2.
Secondo fattore:

22— -0petx = 1LV x 1.

Compiliamo il quadro dei segni (figura b).

flx) >0,
perx <—V2Vv—-1<x<1Vx>V2.

y
20 A
D B C
s J \ 4 @ >
2 -1 O 1
-2 -1 1 V2
| | | |
X2 -2 = ) = = 0
ero ‘ IR |
y = @ = dF & @ i



Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano
cartesiano, fratteggiando le zone del piano in cui la
funzione non € definita.




5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio: xlier (x* — 3x* + 2) =+ co. Poiché la funzione ¢é polino-

miale, con grado maggiore di 1, non esiste un asintoto obliquo.

6. Grafico dello : y} y=x'—3x>+2
funzione

_'3 —2' —‘E

y=2ﬁx+%'



€ GRAFICO FUNZIONE RAZIONALE FRATTA

Le funzioni razionali fratte,

_apX"t+a, X" '+ ... +ay  A®X)
) bpxt+b, xP~ '+, .+by B(x)°

« hanno come dominio R con esclusione dei valori che annullano B(x);

« possono avere asintoti verticali che vanno ricercati fra i valori che annullano B(x);

o intersecano l'asse x nei punti in cui A (x) = 0;
an

b, ’

« se n = m, hanno un asintoto orizzontale di equazione y =
« se n < m, hanno come asintoto orizzontale 'asse x;

esen > m,conn — m = 1, hanno un asintoto obliquo.



ESERCIZIO GUIDA
2 _
Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione y = * » B

1. Determiniamo il dominio della funzione. Si tratta di una funzione razionale fratta il cui denominatore

deve essere non nullo. Quindi:
D: R — {0}.

2. Cerchiamo eventuali simmetrie.

flen=tB Lo 2ol gy,

Poiché f(— x) =—f(x), la funzione ¢ dispari. Il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine degli assi.

3. Determiniamo le intersezioni con gli assi.
Asse y: nessuna intersezione, essendo x = 0 escluso dal dominio.

Asse x:
}’=x2_1 =1 _ {x2_1=0 {xl,zzil
X - % — —
y=0 y=0 y=0
I punti di intersezione con 'asse x sono:

A(—1:0), B(l;0).

y=0



_‘} 0 1

4. Studiamo il segno della funzione. Segno di N . (\) ) .
= .

i 1>0 N>Operx<_1\/x>l, Segno di D - -0 + 5

D>Operx>0, Segnodi—g— - 0 <+ Z{ _ 0 g

Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano
cartesiano, tfratteggiando le zone del piano in cui la
funzione non € definita.

A
Y




5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

2

. xlirP X . L =*o0; poiché il grado del numeratore supera di 1 quello del denominatore, esiste un

asintoto obliquo di equazione y = mx + q.

2. 2 -
m= lim =~ 1. 1_ lim = 21=1, | y
x—-to0 5% 5 x—->to0 x bl
2 12
g= lim ( —x)= lim -
x—>*too 5 x—*oo G
=>lim <—L)=O
x—too x

L’asintoto obliquo ha equazione y = x.

2

=Foo — x = 0 ¢ un asintoto

. X
e lim
x— 0% X

verticale.

Tracciamo il grafico probabile della funzio-
ne (figura c). c




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:

2=
X =B —4)

1. Determiniamo il dominio della funzione. Il suo denominatore deve essere non nullo.
Quindi:
Dsx =£4.

2. Cerchiamo eventuali simmetrie:

2= )] )
=X =3 r—4) = 3 +49)

Poiché f(— x) # — f(x) e f(— x) # f(x), la funzione non & né dispari né pari.



3. Determiniamo le intersezioni con gli assi.
Asse y:

. =2 __ 8 __2
{y_3(x—4) - |y_—12 = {y_ 3

=10 x=20 x=20
Il punto di intersezione con I’asse y & A(O; — %)
Asse x Ay
=2 2 =%
Y= 3a—4 - {364 "
= Y= 0
{(2—x)3=0 {2—x= {x=2 A._%

Il punto di intersezione con 'asse x & B(2; 0).

N @0

&0



4. Studiamo il segno della funzione:

2=
3(x —4)

=10 N —>0 per x <2
D >0 per x > 4.

(2-x)3
3(x-4)

Compiliamo il quadro dei segni (figura b). y
fx) >0 per2<x<4.

Rappresentiomo i
risultati fin qui ottenuti
SU UN piano cartesiano,

oO—fF N

—M—0

tratteggiando le zone
del piano in cui la _
funzione non e definita.

wiN
@

- .,#<)<.,<<v

Xy



5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

. 2ax 2=
’ x1—1>Iil:loo 3(X—4) - % ’ }E]zi 3(36—4) S
poiché la differenza fra il grado del nume-  , = 4 ¢ yun asintoto verticale.
ratore e il grado del denominatore ¢ 2, non
esiste asintoto obliquo;
Axy
g (2=%)°
YT 3x-4)
6. Grafico dello O ,34-10 .
] A 2 4 X
funzione ’




€ GRAFICO FUNZIONE IRRAZIONALE

Dominio:

Funzioni irrazionali:

y=UA(x) oppure y= n, 28;

A(x)
B(x)

A(x)=0 oppure >0 sen e pari




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:

_\/x+1
Y= NVx-1°

1. Determiniamo il dominio della funzione 5
¥
**t1l>0 perx<—1va>1. | |
= ;
[1 dominio della funzionee - ? 6.

r=—1 % x>

La funzione non esiste nelle zone
tratteggiate del piano cartesiano.




2. Cerchiamo eventuali simmetrie. Calcoliamo: Essendo

f(—x) = =l . Xl f(=x) # £ f(x),
—x—1 x+1° la funzione non & né pari né dispari.

3. Intersezioni con gli assi.

Non esiste intersezione con I'asse y in quanto x = 0 ¢ escluso dal dominio.

Calcoliamo l'intersezione con I'asse x: - , : ‘
Il punto di intersezione con I'asse x é:

o ixt1
Y= x—1 A(—I;O).

y=0

A

4. Studiamo il segno della funzione.

La funzione e sempre positiva nel suo dominio in quanto un
radicale con n pari € sempre positivo o nullo.




Rappresentiomo |
risultati fin qui oftenuti
SU un piano cartesiano, :
tratteggiando le zone ¢ 5 C z
del piano in cui la
funzione non e definita.

5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

o xlirPOO it i =1 — y =1 asintoto orizzontale;

o linll+ \/ fc i } =+o00 — x = 1 asintoto verticale.
S _



6. Grafico della funzione




€ GRAFICO FUNZIONE ESPONENZIALE

Funzioni esponenziali:

y= eA(x)

» Non ci sono osservazioni particolari da fare




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:

y=x> e

1. Il dominio della funzione & R.

2. Cerchiamo eventuali simmetrie. Calcoliamo: f(— x) = (— x)*-e™ = x%-e™™".
Poiché f(— x) # % f(x), la funzione non & né pari né dispari.

3. Intersezioni con gli assi.

Asse y:
y=in et y= . - . , :
= - il punto di intersezione con I’asse y € O (0; 0).
x=0 x=0



Asse x:

— el X 2y — 0 x=0
A — e = — il punto di intersezione con I'asse x & O (0; 0).
7= ¥=0 y==9

4. Studiamo il segno della funzione:

y>0 —> x*e*>0 Vx#0

Rappresentiomo i
risultati fin qui ottenuti
SU UN piano cartesiano,
fratfteggiando le zone | ™ 10 X
del piano in cui la
funzione non e definita.




5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio.

o lim x2-¢*.
x—>too
Poiché per x — — oosihachex? - + o
ed e* — 0, siamo in presenza della forma
indeterminata oo - 0. Scriviamo l'espressione
in altra forma,

x2

lim

X—>—00 e_x 2

e applichiamo la regola di De L’Hospital:

2
it e e G e 2 B

X——00 e_x X—>—00 —e—x X ——00 e—x

La regola di De L'Hospital sara studiata
nel capitolo sulle derivate.




Quindi:

lim x*-e*=0 — y= 0asintoto orizzontale.

X—>—00
Essendo:

lim x*-e*=+00 — potrebbe esistere un asintoto obliquo.

X—+ o0

2 =X
m= lim % = lim x-e*=+0c0 — non esistono asintoti obliqui.
X—+o0 X X—+o0
A
y
6. Grafico

della funzione

><V

29457 -3 24 |°



€ GRAFICO FUNZIONE LOGARITMICA

Funzioni logaritmiche:

_ _log| AX)
y= log[A(x)] oppure 'y log[B(x)
» Dominio: 0
A(x)>0 oppure ng >0

» Se sono funzioni del tipo y=log[A(X)/B(x)], possono
presentare asintoti verticali per valori che annullano
A(x) (ossia per A(x)=0) o B(x) (ossia per B(x)=0).




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:

y=x-Inx.

. Determiniamo il dominio della funzione.
Poiché I'argomento del logaritmo deve essere positivo, il dominio e:

Dix =)

. La funzione non presenta simmetrie rispetto agli assi cartesiani in quanto il suo dominio riguarda solo
le ascisse positive.

. Calcoliamo l'intersezione soltanto con l'asse x, perché quella con 'asse y (x = 0) ¢ esclusa dal do-
minio.
Asse x:

= x2. 2. = =1
{)’ g Inx _ {; lr(l) x=0 {x — il punto di intersezione con I'asse x ¢ A(1; 0).
Ve = -



4. Studiamo il segno della funzione:

x*lnx > 0.

Primo fattore: x2 > 0 ¥Yx+# 0, X ;fA
Secondo fattore: Inx > 0 per x > 1. 5
Siha y > 0 per x > 1.

5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio.

e lim x*'Inx =+ o0.

X—+o0
Poiché
2
. x*Inx .
lim = lim xlnx =+ oo,
X—+o0 X X—+o0

non esiste un asintoto obliquo.



e lim x% 'Inx.

x—0*

Tale limite presenta una forma indeterminata del tipo 0 - oo eliminabile riscrivendo I'espressione
come quoziente e applicando la regola di De L'Hospital:

1 La regola di De L'Hospital
o 2 N .

lim x>-Inx = lim+lnTx = lim—7—= lim+(—x7> =10 sara studiata

S e ——f %=l nel capitolo sulle derivate.

X X

y =:X*InX

6. Grafico
della funzione




€ GRAFICO FUNZIONE GONIOMETRICHE

Funzioni goniometriche:
y=senA(x) y=cosA(x) y=tgA(x) y=cotgA(x) ...

» Sono quasi sempre periodiche, per cuil basta studiarle
nel loro periodo

» Se sono periodiche, non presentano asintoti orizzontal
o obliqui; possono avere solo asintoti verticali.




ESERCIZIO GUIDA

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:

2senx = 1
cos’x—1"~

nell’intervallo [0; 27].

1. Determiniamo il dominio della funzione nell’intervallo indicato.
La funzione ¢ fratta, quindi dobbiamo porre il denominatore diverso da 0:

cos’x—1#0 - cosx#+1l - D:x#0 A x#T A x+#2T.

2. Non studiamo se la funzione ¢ pari o dispari

‘poiché ci limitiamo allo studio nell’intervallo [0; 27].



3. Cerchiamo soltanto le intersezioni con I’asse delle ascisse perché quella con I’asse delle ordinate x = 0
e esclusa dal dominio.
Asse x:

cos’x — 1
=10

L 2senx = | {Zsenx—1=0 {senx=1 [xzn,x=57t
y=0

[ punti di intersezione con 'asse x sono:
b 5 )
A<6’0)’ B(67t,0.

4. Studiamo il segno della funzione:

2seny— 1 S
cos’x — 1

N>0 —- 2senx—1>0 - %<x<%7t;

D>0 — cos’x—1>0 — nessun valoredi x.

La funzione ¢ positiva quando il numeratore ¢ negativo, ossia per:

0<x<Z v %n<x<7t e



Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano
cartesiano, fratteggiando le zone del piano in cui la
funzione non e definita.

a0
=

ol




5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

li 2senx =1 2 senic =7 2senx = 1
im

o —1 > xhj% costx—1 xl_i»rzrqlr— costx—1
Siamo in presenza di tre asintoti verticali: x = 0, x = 7, x = 27.
yA .
31| ' > |
y :2\ senx —1
6. Grafico / cosx — 1
della funzione




ESERCIZIO GUIDA
1 —
1 + x>

Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione: y = arctg

1. Determiniamo il dominio della funzione.
Poiché il denominatore 1 + x* & non nullo per ogni x reale:

D:Vx € R.

2. Cerchiamo eventuali simmetrie:

—(—x)?

f(—x) = arctg L+ (= > = f(x).

Poiché f(— x) = f(x), la funzmne ¢ pari.

Il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse y.



3. Determiniamo le intersezioni con gli assi.

Asse y:
(x =0 ‘=0 =19
) _x2 = — A -
y = arctg 2 { y = arctgl A
AS5Se X
(y = (y =10
‘y [ ‘};—xz = {y=0 = {y=0
y=arctg1+x2 [ 1 + x? = l—x*=0 %,2 =1

Il punto di intersezione con l'asse y ¢ A(O; %), i punti di intersezione con I'asse x sono B(— 1;0) e
C(1:0).



4. Studiamo il segno della funzione:

L= & .
= > e n
arctg T 0 TR 0 e
[F=ix* ) Wper B 5= ] _1? 0 ’1 X

1+x2>0 per ognizx.

La funzione ha quindi lo stesso segno di 1 — x>.

5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

lir}_l f(x) = arctg(— 1) = —% - y= —% € un asintoto orizzontale.
X =0



6. Grafico della funzione

B3

y arctg

___________________________________________________ p-_-__-_-_____---_____-_-____________-_____

'|X2
‘I+x2




€ GRAFICO FUNZIONE VALORE ASSOLUTO

Funzioni valore assoluto:

y=|A(x)|

» Non ci sono osservazioni particolari da fare, se non
ricordare la definizione di valore assoluto.




ESERCIZIO GUIDA
Studiamo e rappresentiamo graficamente la funzione:
=~ x=
AR

Scriviamo la funzione come:

r 2_ - 2_

X1 Seix =) * 1 sex =2
f(X)=<4x—2 f(x)=<4x_2

x2—1 x—1

2 se x < 2 ) sex<2Ax#-—1

2.
Studiamo f(x) = :x — ; ed evidenziamo poi, nel grafico, I'arco che si ottiene per x = 2.

x2 —

1. Determiniamo il dominio di y = " Il denominatore deve essere non nullo, quindi:

D:x#%.



2. Cerchiamo eventuali simmetrie:

A=

x) = —4x —

x:—1

3. Determiniamo le intersezioni con gli assi.

Asse y:

x*—1
4x — 2

#+f(x) — lafunzione non é né pari né dispari.
2 p p

1L Assex: x2—1 =~ - —>
y:? )’=4x_2 x“—1=20 x1,2=i1
[ punti di intersezione sono A(O; %), B(—1:0),C(1:0).
-1 % 1

4. Studiamo il segno della funzione: >

x*—1>0perx<—-1vx>1%-" * ¢ R

>0 X - - - -

< 4x—2>0 per x>% v 7
y - 0 A ~ 0 +



Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano
cartesiano, fratteggiando le zone del piano in cui la
funzione non e definita.

e yt a a
X
@ O & >
-1 O 1 %
E




5. Calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

. xl_l’ril f(x) =+%o0;
poiché il grado del numeratore supera di 1
quello del denominatore, esiste un asintoto
obliquo di equazione y = mx + q.

m = lim ) =i,
x—=+too X 4
L e xX—1 1 ):
q=lim [f(x) mx]‘xll‘?oo( dx—2 4
. 2xP—2—-2x*+x _ .. x—2 1
lim lim —

Tainte  4(2x—1)  i-tw 4(2x—1) 8



L’asintoto obliquo ha equazione:

1 1
YT Xty
e lim f(x) =Foo — x= % & un asintoto verticale.
1 o
x—»7
yl\
6. Grafico

della funzione




Tracciamo il grafico completo della funzione

— x2
f(x)— |x— 2|+ 3x

fico della figura c per x = 2 e disegnando

, considerando il gra-

il grafico della retta y = - 5

per
x < 2Ax #—1 (figura d).
Quindi, la retta ¢ privata del punto (—1; —1).

yA




