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OPERAZIONI SUI LIMITI 



Nel capitolo precedente è stato definito e analizzato il 
concetto di limite. Adesso acquisiamo le tecniche per 
calcolarlo.     

u Limite somma algebrica di due funzioni 

I teoremi che seguono valgono per: 

x→ x0    x→ x0
±       x→±∞



dimostrazione 



Osservazione 	





Cosa succede quando una delle due funzioni o entrambe 
hanno limite infinito?  

u Riassumiamo nella seguente tabella tutti i casi che si 
possono presentare nel calcolo dei limiti della somma di 
due funzioni:    



Osservazione - I punti interrogativi (?) nella tabella si 
riferiscono alle somme: 

+∞−∞      −∞+∞
 e si chiamo forme indeterminate. 

Attenzione – Guai a scrivere che: 

+∞−∞ = 0      −∞+∞ = 0

In seguito impareremo le tecniche per eliminare queste 
forme indeterminate. 



u Limite prodotto di due funzioni 

dimostrazione 





dimostrazione 







Osservazione 	

q Tabella per tutti i casi che si possono presentare nel 
calcolo dei limiti del prodotto di due funzioni:    



Osservazione - I punti interrogativi (?) nella tabella si 
riferiscono al prodotto (nelle sue varie forme): 

∞⋅0
 e si chiamo forma indeterminata. 

Attenzione – Guai a scrivere che: 

∞⋅0 = 0   oppure  ∞⋅0 =∞ 

In seguito impareremo le tecniche per eliminare questa 
forma indeterminata. 



u Limite della potenza 

dimostrazione 

Il teorema può essere dimostrato pensando che la 
potenza n-esima di una funzione, ossia [f(x)]n, è il prodotto 
di tale funzione per se stessa n volte, e quindi si possono 
applicare i teoremi sul prodotto delle funzioni. 





Osservazione - I punti interrogativi (?) nella tabella si 
riferiscono alle forme indeterminate 

∞0      00      1∞

Attenzione – Guai a scrivere per queste forme 
indeterminate risultati strani. 

In seguito impareremo le tecniche per eliminare queste 
forme indeterminate. 



u Limite radice n-esima funzione 



u Limite funzione reciproca 



u Limite quoziente due funzioni 



Osservazione 	

Tutti i casi 
nel calcolo 
dei limiti del 
quoziente di 
due funzioni:    



Osservazione - I punti interrogativi (?) nella tabella si 
riferiscono alle forme indeterminate 

0
0
     ∞

∞

Attenzione – Guai a scrivere per queste forme 
indeterminate risultati strani. 

In seguito impareremo le tecniche per eliminare queste 
forme indeterminate. 



u Limite funzioni composte 

Siano date due funzioni y=f(z) e z=g(x), per le quali 
possiamo fare la composizione f(g(x)), cioè tali che g(x) 
appartiene al dominio di f per ogni x appartenente al 
dominio di g. 





u Continuità funzione inversa 



IL CALCOLO DEI LIMITI 



u Le forme indeterminate 

u La forma indeterminata  +∞-∞ 







u La forma indeterminata  0�∞ 





u La forma indeterminata  ∞/∞ 









u Forma indeterminata  ∞/∞: caso generale 



u Forma indeterminata  0/0 



u Forme indeterminate  00   ∞0   1∞ 





ESERCIZI 



























LIMITI NOTEVOLI 



Analizziamo alcuni limiti notevoli (limiti dei quali 
conosciamo il risultato), utili nella risoluzione di limiti non 
immediati o comunque particolarmente complessi. 

u Primo limite notevole 

siamo in presenza della 
forma indeterminata 0/0. 

Si dimostra che: 





u Secondo limite notevole 

Si dimostra che: 









Importante 	



u Tabella limiti notevoli 



ESERCIZI 























GLI INFINITESIMI, GLI INFINITI E IL 
LORO CONFRONTO 



u Gli infinitesimi 



Importante 	



In sintesi si ha: 	













u Gli infiniti 



Per gli infiniti possiamo introdurre dei concetti analoghi a 
quelli visti per gli infinitesimi. 

Importante 	









Scegliendo g(x) come infinito campione, si considerano 
infiniti campione le seguenti funzioni:  





Uno dei due infiniti si dice parte principale dell’altro. 



gerarchia degli infiniti 









ESERCIZI 











FUNZIONI CONTINUE 



u  FUNZIONI CONTINUE 

Il calcolo del limite è rapido e semplice nel caso di funzioni 
continue. 

definizione – Sia f(x) una 
f un z i one de f i n i t a i n un 
intervallo [a;b] e x0 un punto 
in terno a l l ’ in terva l lo. La 
funzione f(x) si dice continua 
nel punto x0: 
 
 
Applicando la definizione di 
limite, f(x) è continua in x0 se: 
 

lim
x→x0

f (x) = f (x0 )

∀ε > 0 ∃I(x0 ) : f (x)− f (x0 ) < ε  ∀x ∈ I

In sostanza:  

Ø  la funzione è definita in 

x0, ossia esiste f(x0); 

      
•    lim
              x→x0

f (x) = f (x0 )



definizione – Una funzione y=f(x) è continua nel 
suo dominio D, se è continua in ogni punto di D. 

lim
x→x0

f (x) = f (x0 )
Quindi, il limite: 
 

 
 

esiste per ogni x0 appartenente a D. 

u  ESEMPI FUNZIONI CONTINUE IN D=R 

funzioni polinomiali (intere)
         f (x) = 4x3 + 2x2



   funzioni goniometriche
f (x) = senx      f (x) = cos x

funzione esponenziale
         f (x) = ax



Le funzioni, ovviamente, possono essere continue solo in 
una parte di R. 

     funzioni logaritmo
f (x) = log x      D =]0;+∞[

     funzioni tangente

f (x) = tgx      D =ℜ−]π
2
+ kπ[



     funzioni co tangente
f (x) = cotgx      D =ℜ−]kπ[

y = e
x+1
x−2       D = R− 2{ }

x=2 asintoto verticale da destra 



Una funzione può essere continua solo a destra o a sinistra 
in un punto x0: 





u  TEOREMI SULLA FUNZIONI CONTINUE 



In sintesi 

Ø  Il minimo assoluto della funzione f(x), se esiste, è il 
minimo m dei valori assunti dalla funzione nel suo 
intervallo di definizione [a;b]. 

Ø  Il massimo assoluto della funzione f(x), se esiste, è il 
massimo M dei valori assunti dalla funzione nel suo 
intervallo di definizione [a;b]. 



Facciamo dei controesempi per dimostrare come il 
teorema perde la sua validità quando alcune delle sue 
ipotesi non sono verificate.  









Controesempi per dimostrare come il teorema perde la 
sua validità quando alcune delle sue ipotesi non sono 
verificate.  

L’intervallo ]1;5] non è chiuso 	 La funzione non è continua in x=-1	



ESERCIZI 









PUNTI DI DISCONTINUITA’  
DI UNA FUNZIONE 



u  PUNTO DI DISCONTINUITA’ 

definizione – Un punto x0 di un intervallo [a;b] si 
dice punto di discontinuità (o punto singolare) per 
una funzione f(x) se la funzione non è continua in x0. 



I punti di discontinuità x0 di una funzione si possono 
classificare in tre categorie: prima, seconda e terza specie. 

Il criterio usato per tale classificazione si basa 
sullo studio del limite della funzione per x che 

tende a x0: 

lim
x→x0

f (x) = f (x0 )



u  PUNTI DI DISCONTINUITA’ DI PRIMA SPECIE 



Il punto x0=2 è un 
punto di discontinuità 

di prima specie. 

La distanza fra i punti A e 
B si chiama salto della 

funzione, il cui valore nel 
punto 2 è: 1-(-6)=7 





u  PUNTI DI DISCONTINUITA’ DI SECONDA SPECIE 

Esaminiamo i seguenti esempi: 



In entrambi i casi il punto x0 è un punto di 
discontinuità di seconda specie. 



u  PUNTI DI DISCONTINUITA’ DI TERZA SPECIE (O ELIMINABILE) 



Il punto x0=1 è un 
punto di discontinuità 

di terza specie. 

Il punto x0=1 è detto 
punto di discontinuità 

eliminabile. 



Il punto x0=1 si chiama punto di discontinuità eliminabile 
perché la funzione può essere modificata nel punto x0=1 in 
modo da renderla continua, rimanendo invariata nel suo 
dominio naturale: 

Tale funzione è continua in x0=1 perché: 

lim
x→x0

f (x) = f (x0 ) ⇒ limx→1 f (x) = −2 = f (1)





ESERCIZI 









RICERCA DEGLI ASINTOTI 



u  DEFINIZIONE ASINTOTO 

definizione – L’asintoto di una funzione f(x) è una 
retta la cui distanza dal grafico di f(x) tende a 0 man 
mano che un generico punto P sul grafico si allontana 
all’infinito. 



u  RICERCA ASINTOTI ORIZZONTALI E VERTICALI 

Riprendiamo le definizioni di asintoto verticale e 
orizzontale:  



e vediamo in che modo è possibile effettuare la loro 
ricerca: 

Ø  si esamina il dominio D della funzione e se D è illimitato, 
gli asintoti orizzontali si determinano calcolando il:  

 
 
 

Ø gli asintoti verticali si determinano calcolando il: 
      
 
dove x0 è il punto in cui la funzione è discontinua (punto       
escluso dal dominio D). 

lim
x→∞

f (x)

lim
x→x0

f (x)





u  RICERCA ASINTOTI OBLIQUI 



Condizione necessaria, ma non sufficiente, 
per l’esistenza dell’asintoto obliquo 









lim
x→∞

3x2 − 2x +1
x −1

=∞

asin toto obliquo
     y = 3x +1





u  RICERCA ASINTOTI OBLIQUI: 
caso particolare 

Si dimostra che il quoziente Q(x) è l’asintoto obliquo della 
funzione f(x): 

Q(x) = y =mx + q





ESERCIZI 









GRAFICO DI UNA FUNZIONE 



Con il calcolo dei limiti siamo in grado di ottenere ulteriori 
informazioni sul grafico di una funzione.  

Ecco tutti gli elementi di una funzione che possiamo, al 
momento, determinare: 

u GRAFICO PROBABILE DI UNA FUNZIONE 

Caratteristiche di una funzione 
 

Dominio – Simmetrie - Intersezione con gli assi – Segno 
- Limiti agli estremi del dominio - Punti di discontinuità 

- Asintoti 

Con la determinazione di questi elementi siamo in grado 
di tracciare un grafico approssimativo della funzione, che 
chiameremo grafico probabile. 



ESERCIZI 



u GRAFICO FUNZIONE POLINOMIALE 

Funzioni polinomiali: 
 

y=anxn+an-1xn-1+…+a2x2+a1x+a0        nεN, n>0 
 

Ø Dominio: l’insieme dei numeri reali R 
Ø Non hanno punti di discontinuità 
Ø Non hanno asintoti (escludendo le funzioni lineari, il cui 

grafico è una retta e quindi coincide con l’asintoto. 







Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano 
cartesiano, tratteggiando le zone del piano in cui la 

funzione non è definita. 



6. Grafico della 
funzione 



u GRAFICO FUNZIONE RAZIONALE FRATTA 





Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano 
cartesiano, tratteggiando le zone del piano in cui la 

funzione non è definita. 









Rappresentiamo i 
risultati fin qui ottenuti 

su un piano cartesiano, 
tratteggiando le zone 

del piano in cui la 
funzione non è definita. 



6. Grafico della 
funzione 



u GRAFICO FUNZIONE IRRAZIONALE  



La funzione non esiste nelle zone 
tratteggiate del piano cartesiano. 





Rappresentiamo i 
risultati fin qui ottenuti 

su un piano cartesiano, 
tratteggiando le zone 

del piano in cui la 
funzione non è definita. 



6. Grafico della funzione 



u GRAFICO FUNZIONE ESPONENZIALE 

Funzioni esponenziali: 
 

y=eA(x) 

 

Ø Non ci sono osservazioni particolari da fare 





Rappresentiamo i 
risultati fin qui ottenuti 

su un piano cartesiano, 
tratteggiando le zone 

del piano in cui la 
funzione non è definita. 



La regola di De L’Hospital sarà studiata  
nel capitolo sulle derivate. 



6. Grafico 
della funzione 



u GRAFICO FUNZIONE LOGARITMICA  







La regola di De L’Hospital 
sarà studiata  

nel capitolo sulle derivate. 

6. Grafico 
della funzione 



u GRAFICO FUNZIONE GONIOMETRICHE 

Funzioni goniometriche: 
 

y=senA(x)   y=cosA(x)   y=tgA(x)   y=cotgA(x) … 
 

Ø  Sono quasi sempre periodiche, per cui basta studiarle 
nel loro periodo 

Ø  Se sono periodiche, non presentano asintoti orizzontali 
o obliqui; possono avere solo asintoti verticali. 







Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano 
cartesiano, tratteggiando le zone del piano in cui la 

funzione non è definita. 



6. Grafico 
della funzione 









6. Grafico della funzione 



u GRAFICO FUNZIONE VALORE ASSOLUTO 

Funzioni valore assoluto: 
 

y=|A(x)| 

 

Ø Non ci sono osservazioni particolari da fare, se non 
ricordare la definizione di valore assoluto. 







Rappresentiamo i risultati fin qui ottenuti su un piano 
cartesiano, tratteggiando le zone del piano in cui la 

funzione non è definita. 





6. Grafico  
della funzione 




